Capitulo 3

Ecuaciones en derivadas parciales

Sumario. Definiciones bésicas. Ecuaciones lineales de segundo orden: clasificacion.
Método de separaciéon de variables. Series de Fourier. Resolucién de las ecuaciones
canoénicas: calor, ondas y Laplace.

3.1. Introduccién a las EDP

Por una ecuacién en derivadas parciales entederemos una expresién de la forma

F(yi, . Yn, w, Uy, ..y, ...uyil_.yik) =0,

donde ¥y, ..., Y, son n variables independientes, u = u(y, ..., y,) es una variable dependiente (incégnita
de la ecuacién) y Uy, .y; son las derivadas parciales de u de orden j, 1 < j < k, respecto de las
variables y;, ...y;;. La derivada de mayor orden indica el orden de la ecuacién. Por ejemplo

u+uy +u, =0
es una ecuacion de orden uno, mientras que
Y — Uy + U Uy = TU

es una ecuacion de orden dos, que serd el orden méaximo que estdiaremos en este curso.

Las ecuaciones en derivadas parciales (EDP) se utilizan para modelar procesos que ademds de ten-
er una variacion temporal, tienen una variacién de tipo espacial. Ejemplos conocidos son la variacién
de calor con el tiempo en un sélido, la distribuciéon de poblaciones en un cierto habitat o la propa-
gacién del sonido de las cuerdas de una guitarra.

En general, las EDP van a ser bastante dificiles de resolver. De hecho, no existe un teorema
de existencia y unicidad "sencillocomo el que se estudiaba para problemas de condiciones iniciales
de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. Por todo ello, las EDP son fuente de estudio
en la actualidad para muchos matemaéticos siendo una de las dreas de la matematicas con mayor
investigacion en la actualidad.

Como ocurre con las ecuaciones diferenciales, normalmente se suelen asociar varios tipos de condi-
ciones a una EDP. Segin se trate, hablaremos de ellas como condiciones iniciales o condiciones de
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ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

contorno. Consideremos por ejemplo el problema siguiente

U = Uy, t >0, y€(0,1),

w(0,y) = f(y), y €[0,1],

u(t,0) =u(t,1) =0, t >0,
que, como veremos posteriormente modela la varicién temperatura u de una varilla unidimensional
de longitud 1 a lo largo del tiempo. La ecuacién de segundo orden u; = uzy se conoce como ecuacion
del calor, que en este problema tiene asociados dos tipos de condiciones. La condicién u:(0,y) = f(y)
establece la temperatura inicial de la varilla para todo punto de ésta y € [0, 1], por lo que hablamos
de ella como una condicién inicial. Sin embargo, la condicién u(t,0) = u(t, 1) = 0 nos indica que los
valores de la temperatura en los extremos de la varilla son fijos para cada instante de tiempo. Estas
condiciones se llaman de frontera o contorno.

3.2. Ecuaciones lineales de orden 2

Una ecuacion lineal de segundo orden es de la forma

a(t, y)uy + b(t, y)uy, + c(t, y)uy, + d(t, y)ue + e(t, y)u, + f(t, y)u = g(t,y), (3.1)

donde a,b,c,d,e, f,g: Q C R?> — R son funciones de regularidad suficiente para cada problema que
vayamos a estudiar. Es fécil comprobar que si u;(¢,y) y us(t,y) son soluciones de (3.1), entonces una
combinacion lineal de ellas

auy(t,y) + Pua(t, y),

a, 8 € R es también solucién de la ecuacion, por lo que ésta recibe el calificativo de lineal. Dicha
ecuacion se dird de coeficientes constantes si las funciones a, b, ¢, d, e, f son constantes. En este caso,
se pueden introducir nuevas variables independientes s y x, y una nueva variable dependiente v de
manera que la ecuacién (3.1) se escribe de una de las siguientes formas:

Uss + Ugg + YV = 90(3755)7

3.2

Vss — Vgz + 70 = (8, 2), 3.3

Ve — Vs = (8, ), 3.4

Ugs + YV = @(Svl‘)a

donde ~ es una constante que toma los valores —1, 0 y 1. Si la ecuacién original verifica que

b?> —ac < 0 esta se dird eliptica y se reducird a una ecuacién del tipo (3.2). Si verifica que b? —ac > 0

se dird hiperbdlica y puede reducirse a una ecuacién de la forma (3.3). Finalmente, si 0> — ac = 0 la

ecuacion puede reducirse a la forma (3.3) y se dird parabdlica o a la forma (3.5) que se conoce con

el nombre de degenerada.

Veamos por ejemplo cémo transformar la ecuacion

(3.2)
(3-3)
(3.4)
(3:5)

3utt — 2Uty + 6uyy — 12Ut — 9uy —b5u=20
en una de las formas anteriores. En primer lugar, démonos cuenta que
¥ —ac=—-14<0

por lo que se trata de una ecuacion eliptica. La transformacion se hace en tres etapas.
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» Cambio en las variables independientes para eliminar el término u,. Para ello consideramos

una rotacién en el plano de dngulo a que tendra la forma

s =tcosa+ ysina,
r = —tsina + ycos a,

y cuya transformacion inversa es

t = scosa — rsinaq,
Yy = ssina + x cos a.

Por la regla de la cadena, tenemos que

0 _oo oo_o 0
o050t owor 95 YT g
2_2§+2%——Sina+—(30304
dy 0sO0y Oxdy Os ox '

De este modo

—82 = 22— 2cosa—ﬁsina gcosa—gsina
o2 otot  \Os ox 0s T

= —82 cos® a + _32 sin? a — 2 o cos o sin «

- 0s? Ox? otox ’
—82 = 22— gsina—kgcosa QSiDOé—FQCO o
oy2  Oydy \Os ox 0s °

2 , 2 , 92 .

= a2 sin“ o + 722 cos” o + 261&8:5 cos v sin av,

& = gé— gcosa—gsina 2sinoz—i—gcosa
oty — 0tdy \0s ox ds
02 . o2 . P2,
= @COSO(SIHQ—@COSO&SIDO{—FZatax(COS a —sin® a),

y sustituyendo en la ecuacién original tenemos

0 = 3utt - 2Uty + 6uyy - 12ut - 9uy —bu
= 3 (uss cos? o + Ugy Sin? o — 2uy4, cOS v sin a)

-2 (uss COS ¢ SiN (v — Uy, cOS v Sin v + 2144 (cos® @ — sin? a))

+6 (s SIN* @ + gy €08 @ + 2wy, cOs arsin @)

—12 (us cos @ — u, sin ) — 9 (ug sin o + u, cos @) — 5u

= (3 cos® av — 2 cos asin v + 6 sin? a) Usgs
+ (3 sin? & 4+ 2 cos asin o + 6 cos? a) Uy

+ (6 cos asin v — 4(cos” a — sin® @) ) s,

—(12cosa + 9sin ) us + (12sin v — 9 cos ) u,, — Hu.
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Si buscamos que el coeficiente que multiplica a u,, sea 0, debe verificarse que
6 cos ausin @ — 4(cos® @ — sin® ) = 0,

o equivalentemente
4tan’ v+ 6tana — 4 =0,

de donde obtenemos que, considerando « en el primer cuadrante,
1
tana = >

con lo que
2V5 . NG
COSO[:T, Sln&:?,

quedando la ecuacién original como

14 31 33vH 6v5
Euss + Eu:{:a} - T\/_us - T\/_Uz —du = 07

o equivalentemente

14045 4 31uge — 33v/5u, — 6v/5u, — 25u = 0. (3.6)

= La siguiente etapa consiste en la eliminacién de los términos de u; y u,., en dos pasos. En primer
lugar eliminaremos el término de u, introduciendo la variable dependiente

w = ePu,

y calculamos (8 para que el término que acompana a wy sea cero. Para ello tenemos en cuenta
que u = e P%w y derivamos

us = —fe PPw+ e Pw,,

u, = e’ Wy,

Uss = 6 6_68w - ZBQ_BSUJS + 6_6810587
Ugy = eiﬁswxﬂm

y sustituimos en la ecuacién (3.6) teniéndose

0 = 1dug + 3lug, — 33V5u, — 675U, — 250 =0
= 14(5267'887“0 — 2Be Pw, + efﬁswss) + 3le Pw,,
—33V5(—fe P w + e Pw,) — 6vBe P w, — 25e P w
— P <14w53 + 31wy, — (288 + 335w, — 67w, + [1452 + 33v/58 — 25]w) ,

de donde obtenemos la condicién

283 + 33v/5 = 0,
de donde
5 33v5
28
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y teniendo en cuenta que e~ #£ 0, la ecuacién se simplifica a

6854
14w, + 31wy, — 675w, — —w=0. (3.7)

Procediendo del mismo modo con la variable x, introduciendo la variable dependiente

q=e"w,
la ecuacion (3.7) se reduce a
95737
14qs + 31qpe — —2Ly =0, 3.8
¢ss +31q 5 ¢ (3-8)

Finalmente, introducimos la variables dependiente e independientes para reescalar la ecuacién
(3.8) de la siguiente forma. En primer lugar introducimos la variable dependiente

95737
~ 868 1

y COmo

868

95737 %
868

Qovz = wvxm

Gss =

la ecuacién (3.8) se reduce a

12152 26908

o= Uss a5 Uz — U = 0.
05737 " o5Tar Y
Finalemente, los cambios de variables independientes
_ 12152
T =5/\/ 5571
= ol
hacen que teniendo en cuenta que
95737
Vss = —oacaUrms
12152
N 957371}
T 26908

nos quede la ecuacién reducida

UTT—|—U££—U:O.
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3.3. Ecuacion del calor. Método de separacién de variables.

Partamos del problema
u = @uy,, t>0, y e (0,L),

w0,y) = f(y), 0 <y <L,
u(t,0) =u(t,L) =0, t >0,

que es la ecuacién del calor en una varilla unidimensional de longitud L con temperatura inicial f(y).

La incognita u(t, y) mide la temperatura en cada instante de tiempo y en cada punto de la barra.
Una manera de resolver el problema anterior es intentar reducirlo a un problema de ecuaciones

diferenciales ordinarias. Para ello suponemos que la solucién puede expresarse de la forma

u(t,y) =TH)Y (y),
es decir, como el producto de dos funciones reales de variable real T'(t) e Y (y). Derivando obtenemos
w(t,y) = T(H)Y(y),
uy(t,y) = TEHY"(y).
Sustituyendo en la ecuacién original tenemos
T'(t)Y (y) = &*T()Y" (y),
y suponiendo que las fuciones no se anulan rescribimos la ecuacién como

Y _Y'y)

T(t)e*  Y(y)

Un lado de la igualdad solo depende de ¢ , mientras que el contrario lo hace solo respecto de y, por
lo que necesariamente ambos deben ser constantes, es decir

) Y'(y)

T(t)o?  Y(y)

:—)\7

de donde obtenemos las ecuaciones diferenciales

T +Xa*T = 0,
Y"4+AY = 0.

Por otra parte, las condiciones de contorno se escriben como

T)Y(0) = u(0,y) =0,
Y (L) = u(L,y) =0,

por lo que debe verificarse que Y (0) = Y(L) = 0. Si escribimos el problema para la funcién Y
tenemos lo que se conoce como un problema de contorno

Y £AY =0,
{ Y(0) = Y(L) = 0.

Como sabemos, las solucién general de la ecuaciéon Y+ Y = 0 es de una de las siguientes formas
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= Si A =0, entonces Y (y) = ¢1 + cay, donde ¢; y ¢2 son dos constantes arbitrarias.
= Si A <0, la solucién es Y (y) = cleﬁy + cze_ﬁy, donde ¢; y o son dos constantes arbitrarias.

= Si A > 0, la solucién es Y (y) = ¢; cos(vAy) + cosin(v/Ay), donde ¢; y ¢, son dos constantes
arbitrarias.

El problema se presenta a lo hora de calcular las constantes anteriores. En el primer caso ten-
driamos que
Y(0) =¢; =0,

Y(L) =+ CQL = O,

de donde ¢; = ¢ = 0 y la solucién serfa nula. En el segundo caso, las condiciones de contorno se
escriben como
Y(O) =+ cy = 0,

Y (L) = c1e¥™ 4 cpe VM =0

Y

que da lugar al sistema lineal

Cc1+ cy = 0,
creVAL 4 e VAL = ()

Y

y dado que el determinante de la matriz asociada

1 1

=e
e\/XL e—\/XL

—VAL - e\/XL 7é 07

tenemos que la tinica solucién posible es ¢; = ¢ = 0 y la solucién serfa nuevamente nula. Finalmente,
en el tercer caso

Y(0) =¢; =0,

Y (L) = ¢1 cos(VAL) + ¢asin(VAL) = 0,

de donde
¢y sin(vVAL) = 0.

Como las soluciones de la ecuacién sin(v/AL) = 0 son

n2m?

A=

n € N. (3.9)

Si definimos
n?m?

L2’
tenemos que el problema de condiciones de contorno tiene soluciones no nulas de la forma

Y, (y) = esin(y/Any) = csin (%y)

An =
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para los valores de \,, dados en (3.9).
Para estos valores, la ecuacién para la funcién T' queda de la forma

n2m?
T + *T =0,

12

que para cada valor de n proporciona la solucién

T,.(t) =Ce 12 t

lo que da lugar a la solucion

. nm a2n27r2t
un(t,y) = ¢, sin (Ty) e 1T .

La linealidad de la ecuacién nos lleva a plantear como posible solucion
2.2 2

o0
_an 7 t
g Cp Sin e 27

n=1

y utilizando la condicién inicial

= icn sin <%y> = f(y), (3.10)

lo que nos lleva a plantearnos si cualquier funcién f(y) puede desarrollarse como en (3.10). La solucién
a esta cuestién serd el desarrollo en serie de Fourier.

3.4. Series de Fourier

Consideremos una funcion real de variable real f(y) que sea 2L periédica, es decir, para todo y
se verifica la expresion

fly) = fly+2L).

Por ejemplo, las funciones seno y coseno son 27 periédicas. Definimos los coeficientes de Fourier

1 L
= Z/Lf(y)cos (n%y) dy, n=20,1,2,...

/ f(y)sin —y) dy, n=1,2,...
3+ 2 (wweos (Tw) +sin (7))

se conoce como serie de Fourier asociado a f(y). Por ejemplo, consideremos la funcién f(y) tal que

La serie

0 sixzel[-1,0),
f(y>:{1 size0,1),
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y es 2 periédica. Para dicha funcién tenemos que los coeficientes de Fourier son

1 /! ! 1
a0=§/_1f(y)dy:/0 1dy:§,

y paran > 1
1 I
a, = = )cos (nmy)dy = = [ cos (nmy) dy
P 2/,
1 !
=3 {E sin (mry)] ) =g (sin (nm) —sin (0)) =0,

1
b, = / f(y)sin (nmy) dy = 2/ sin (nmy) dy

-1

v (cos (nm) — cos (0))

Rt -2

L sinesimpar,
nm

{ 0 st m es par,

por lo que la serie de Fourier asociada a f(y) serd

o0

i + Z ﬁ sin ((2n — 1)my).

n=1

La cuestién radica en saber si la igualdad

—_

=1 ; 2n myye sin ((2n — 1)my) (3.11)

se verifica, es decir, si f(y) puede aproximarse en forma de la serie anteriormente calculada.
La respuesta a esta pregunta es afirmativa para una familia notable de funciones, que precisa de
unas definiciones previas para su compresién. Recordemos que una funcién es continua en g si

Jim f(y) = f(yo)

y f(y) es continua si es continua en todos sus puntos. Si f(y) no es continua en gy pueden existir sus
limites laterales

fly) = Jim f(y)

flyg) = Jm f(y)

y la discontinuidad se tipo salto finito si

flo) — flyg)

es finito. Finalmente, f(y) se dice continua a trozos en [—L, L] si es continua salvo en una cantidad
finita de puntos y las discontinuidades son de tipo salto finito. Se verifica entonces el siguiente
resultado.
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Teorema 31 Sea f : R — R una funcion 2L periddica de manera que f y su derivada [’ son de
continuas a trozos. Entonces la serie de Fourier de f dada por

013 (v (30 b ()

conwerge a f(y) en los puntos de continuidad de f, a $[f(yy)— f(yg )] en los puntos de discontinuidad
yas[f(L7) = f(=L")] cuando y = £L.

El teorema anterior garantiza que la igualdad a la que haciamos alusién en (3.11) se verifica para
y € (—1,1)\ {0} esigual a 1/2 para +1 y 0.

3.4.1. Funciones pares e impares

La series de Fourier tienen expresiones particulares cuando las funciones son pares o impares.
Recordemos que f es par si se cumple que

Veamos cémo se obtiene la serie de Fourier para cada una de estas funciones.

= Si f es par, se verifica que

L
w = 1 [ oy
L L
= {x——y}%/o f(x)dIJr%/O f(y)dy
2 L
- 7| swan

a, = l/L f(y) cos n_gry) dy
= / fly cos dy—l— / f(y) cos (Ty) dy
- {Z,__y}L/ f(x)cos < 7 dx + = / f(y) cos (rzry) dy
= / fly cos )dy,
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mientras que

b= 4 [ wsn —y) dy
— / fly sm dy+ / fly sm L )dy
(o=—y} — / f(z)sin —x dx—l— / f(y)sin mr) y

por lo que para una funcién par tendremos que

= % —l—;ancos (%y)

o = %/Lf(y)d

— /f )z + + /f

a, = %/if(y)cos <n%y) dy
— 1/0 f(y)cos<n—7ry dy+l/Lf(y)Cos<n_7ry)dy

= fom—y} — /f cos —a; dx+ /f cos mr )dy

= Si f es impar

mientras que

by = = / ) Fly)sin Ty) dy
_ /f sin ("y) dy + /f )sin (<) dy
_ {x__y}__/ fysin Tx dx+z/0 F(y)sin ( %y) dy
_ /f sin () dy.

por lo que para una funcién par tendremos que
- nm
= b,, sin (— > .
2o
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3.4.2. Aplicacién a ecuaciones diferenciales

Supongamos una ecuacién diferencial lineal con coeficientes constantes con funcién de transfer-
encia T'(z). Supongamos que el sistema es asintéticamente estable, de tal manera que si f(t) =
Asin(wt + ¢) es la entrada del sistema, se verifica que su salida para tiempos suficientemente grandes
viene dada por

x(t) = A|T (iw)| sin(wt + ¢ + arg T'(iw)).

Supongamos ahora que la senal es periddica de periodo 2L. Dicha funcién puede expresarse en su

serie de Fourier
(ancos () +busin (1))
a,, COS 7 , SIN 7

(ay, cos (nwt) + by, sin (nwt)) ,

_|_

M]3

f@) =

| &

1

n

Qo
— +
2

M8

n=1

donde w = 7/ L. Por otra parte, si escribimos (b, a,) en coordenadas polares mediante la expresién

by = An COs qbn?
a, = A,sing,,

podemos reescribir la expresién anterior como

ft) = — + Z ay, cos (nwt) + by, sin (nwt))
= - + Z (A, sin ¢,, cos (nwt) + A, cos ¢, sin (nwt))

— % + ; A, sin(nwt + ¢,,).

Si ahora f(t) es la entrada al sistema anterior, entonces su salida para tiempos suficientemente
grandes vendra dada por

x(t) = 2 )+ ZA T (inw)| sin(nwt + ¢,, + argT'(inw)).

n=1

Dado que para casos practicos lim, ., |T'(iz)| = 0, por lo que lim,_, |T(inw)| = 0, como con-
secuencia la series de Fourier de x(t) converge a cero més rapidamente que la serie de Fourier de la
senal inicial f(t).

3.4.3. Aplicacién a la ecuacién del calor

Si retomamos la ecuacion del calor

u = auy,, t >0, y € (0,L),

u(0,y) = f(y), 0 <y <L,
u(t,0) = u(t,L) = 0, t > 0,
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la teorfa de Fourier nos dice que su solucién formal es

2.2 2

o0

OtTLTrt
Ecnsm e L2 7
n=1

donde

o0

u(0,y) = » cysin (%y) = f(y).

n=1

Ahora bien, si pensamos en f(y) como una funcién impar 2L periédica tendremos que

Cn = %/OL f(y)sin (n—Lﬂy) dy,

y por tanto dicha solucién formal serd

u(t,y) = i {% /OL f(z)sin (n—gm> dx] sin (n%y) 6_%75. (3.12)
n=1

Hablamos de solucién formal ya que no podemos asegurar que la expresién dada en (3.12) sea
una solucién. Por una parte, aunque la linealidad garantiza que una combinacién lineal finita de
soluciones sea solucién, nuestra combinacién lineal es infinita, por lo que tendriamos que comprobar
que efectivamente es solucién, es decir que es dos veces derivable y cumple la ecuacion del calor. En
general comprobar que las soluciones formales son soluciones es un problema bastante dificil, que en

a“ncm

el caso de la ecuacién del calor se garantiza por el término e~ £2 '. Cualitativamente hablamos de
un proceso de difusién, en el que la barra va disipando calor convergiendo muy rdpidamente a 0 y
suavizando cualquier irregularidad que la funcién f(y) pudiera presentar.

Por ejemplo, si nuestra barra es de aluminio (con un coeficiente a* = 0,86) y mide 10 cm., y la
tempreartura inicial en la barra es de 100 °C, la evolucién de la tempreatura con el tiempo vendra
determinada por la expresién

> 10 n nm 0.86n%x2 |
u(t leO/ 10051n(1—0x>dx]sm<10 )e 100 ',

n=1
y como
10 "
[ 1o (e ar = a0 (),
= —10nm (cos(nm) — cos0)
_ 0 st m es par,
20nm  si n es impar,
tenemos
- . (2n — 1)7T _0.86(2n-1)%x2,
t - 4(2n — 1 _— 100 X
N ek
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Hemos de destacar que en el desarrollo anterior tienen una gran importancia que las condiciones
de contorno sean nulas. En general esto no tiene porqué ser asi, es decir la ecuacién del calor seria

up = @uy,, t >0, y e (0,L),
u(0,y) = f(y), 0 <y <L,
u(t,0) = g1(t); u(t, L) = ga(t), t >0

donde ¢;(t) y g2(t) son las funciones que miden la temperatura de la varilla. Un cambio de variable
en la variable dependiente permite llevar condiciones de contorno no nulas a un problema que sf las
tenga mediante la nueva funcién

o(t, ) = ult,y) = 91() = F(g2(t) — 92(1)).

Es facil ver que ahora
(t,0) = u(t,0) — gi1(t) = g1(t) — oa(t) =0,

mientras que

v(t,L) = u(t,L) —gi(t) = (g2(t) — g1 (2)
= ¢a(t) — g1(t) — (g2(t) — 1(2)) = 0,

por lo que tendremos condiciones de contorno nulas. La ecuacién original se reescribe
Y
0 = u — a®uy, = v, + g, (t) + Z(gé(t) — g1(t)) — a®vyy,
por lo que tendriamos el problema

— vy, = —gi(t) — $(95(t) — g1 (1)), t >0, y € (0,L),
E ))Z(() 91(0) = £(92(0) = 91(0)), 0 <y < L,
t

L)=0,t>0.
Si la temperatura en los extremos de la varilla permanece constante, esto es, g;(t) =11 y ga(t) = 1o,
el problema anterior se reduce a

Ut

3.5. Ecuacion de ondas

Consideremos el problema hiperbdlico

Uy = gy, t >0, y € (0,L),

u(0,y) = f(y), 0 <y <L,
uy(0,y) = 9(y), 0 <y <L,
u(t,0) =u(t,L) =0, t >0,

que modela la vibracién mecénica de una cuerda, donde u(t,y) mide el desplazamiento respecto de
la horizontal en cada instante de tiempo y en cada posicion de la cuerda.
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Con el método de separacién de variable planteamos soluciones de la forma u(t,y) = T(t)Y (y),
que nos da lugar a los problemas de ecuaciones diferencales

T" + \*T = 0,

y el problema de contorno
YY"+ Y =0,
Y(0)=Y(L) =0,

. e . 2
que como sabemos tiene una familia de soluciones no nulas para los valores \,, = (%) , n € N, dadas
por

Yaly) = sin ()

Para dichos valores \,, tenemos las ecuaciones
T" + \c*T =0,
que tendrd por solucién general
nmwe nmwc
30) = ancos (P0) 4 by in (251,
(t) = an cos 7t) +bysin (—

pudiendo entonces plantear la solucién formal

u(t,y) = iTn(t)Y
= Z [an oS < ) + b, sin (nzctﬂ sin (%y) .

00.9) = 1) = 3 asin (4F).

Derivando formalmente u(t,y) respecto a t obtenemos

) = 5 5 i (55) 0. o (255 (2

n=1

De la condicién inicial

que aplicada a la otra condicién inicial

u (0,y) = g(y) ib s1n( )

Considerando de nuevo f y g como funciones impares 2L periédicas, concluimos que

/ f(z)sin —x) dx

b, = 2 g(x) sin (7?31:) dx

nmwe Jo

para todo n > 1.
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3.6. Ecuacion de Laplace

Al contrario que las ecuaciones del calor y ondas, la ecuacion de Laplace es estédtica y representa
una condicién de equilibrio en, por ejemplo, la temperatura de una seccién plana. La ecuacién del
calor en dos dimensiones espaciales tiene la forma

Uy = 2 Uy + Uyy)
y si suponemos un equilibrio de esta funcién invariante respecto al tiempo, obtendriamos
Uy + Uyy = 0, (3.13)

que es la ecuacién de Laplace. Estas ecuaciones se plantean sélo con condiciones de contorno sobre
la frontera del recinto, que para los calculos practicos tiene que tener alguna regularidad. Estas
condiciones de contorno son en general de dos tipos. Si R es el recinto donde se verifica la ecuacién
(3.13), podemos suponer conocido u(z,y) para todo (x,y) en la frontera de R en cuyo caso estarfamos
hablando de una condicién tipo Dirichlet. Si por el contrario suponemos que el vector normal a R
en la frontera % es conocido, se trata de una condicién de Neumann. En cualquiera de los casos, la
geometria del conjunto R es muy importante y sélo podemos calcular soluciones cuando ésta cumple
adecuadas condiciones de regularidad.

Supongamos por ejemplo que R es el rectangulo [0,a| x [0,b] y tenemos el problema

Uy + Uy = 0, (2,y) € (0,a) x (0,b),
w(z,0) =u(x,b) =0, 0 <z <a,
U(O,y):(), 0<y<hb,
u(a,y):f(y), 0<y<b,

que es de tipo Dirichlet.
Si planteamos una solucién de la forma u(z,y) = X (2)Y (y), construimos las ecuaciones diferen-
ciales

X" —AX = 0,
Y"4+AY = 0.

La segunda ecuaicién da lugar al problema de contorno

YY"+ AY =0,
{ Y(0)=Y(b) =0,

que como sabemos tiene por soluciones no nulas las funciones
. /nm
Yaly) = sin ()
b
2 . . .
para los valores \,, = (”—b“) , n € N. La primera ecuacion se reescribe entonces
"
X"—= XX =0,

que tiene por solucién general

nim nmw

Xn<l’> = CleiTI + CQ@TE.
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De la condicién u(0,y) = 0 obtenemos que X (0) = 0, por lo que

X(0) =0=C + Cy,

por lo que Cy = —C4 = ¢,/2, por lo que para todo natural n obtenemos la solucién
(z,1) €Tt —e BT (mr >
Up (1, = ¢————sin | —
Y 5 b )

- s () o (1)
= Cp Sl bl’ S1n by .

Planteamos entonces la solucién formal

i ¢y sinh (—a:) sin (%y)

n=1

Utilizando la condicién de contorno que nos queda

u(a,y) = f(y)

tenemos que

fly) = i ¢y, sinh (nﬁza) sin (%y)

y considerando f como 2b periédica e impar, tenemos que

7L7T(I

Cn sinh / fly sm >dy.

3.7. Ejercicios
1. Encontrar las soluciones de los siguientes problemas de contorno:

a

S

) ¥ +Ay=0,y(0) =0, y(L) =
) ¥+ =0, y(0)=0,y

) ¥ +Ay=0, y(0)=0, y(L) =
) Y+ Ay =0, y(0)

) Y+ Ay =0, y(0) -y (0

) ¥+ y=0, y(0)

SN

3

S~

2. Para qué valores de A tienen soluciones no triviales los siguientes problemas de contorno:

a) ¥ =2y +(1+Ny=0, y0) =0, y(1) =0.
b) y'+ X y=0, y(0) =y(2m), y'(0) =y'(27).

3. Clasificar las siguientes EDP y encontrar su forma candnica:
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s

gy +4uy, —u=0.

S

dugy + Ugy + 4uy,, +u = 0.
Ugg + Uyy + Uy — duy + 25u = 0.

SN
— — — — ~—

Ugg — SUyy + 2uy — uy +u = 0.

€)  Upy — 2Ugy + Uyy + 3u = 0.

4. Encontrar los desarrollos en serie de Fourier de las siguientes funciones periédicas (se da su
valor en el intervalo [—[, (] con 2[ el periodo).

2 ﬂ@:{;lxe%L?

x € |0,1
r x€[-2,0)
b) ﬂ@:{o z€0,2]

x xel0,1]

1 :CE[ 2,0),

e) fle)=4 0 z€l01),
€[1,2].

5. Los extremos de una barra de aluminio (a? = 0,86) de longitud 10 metros se mantienen a
temperatura de 0°C'. Encontrar la expresién de la temperatura de la barra para las siguientes
condiciones iniciales

a) u(0,y)="70,0 <y <10.
b) wu(0,y) ="70cosy, 0 <y < 10.

_ 10y yel0,5),
) “mﬂy‘{lwm—y)yewﬂm.

0 S [073)7
d) u(0,y) :{ 65 yye 3, 10].

6. Los extremos de una barra de cobre (a? = 1,14) de longitud 2 metros se mantienen a tem-

peratura de 0°C'. Encontrar la expresién de la temperatura de la barra para las siguientes
condiciones iniciales
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u(0,y) = 65cos?(my), 0 <y < 2.
u(0,y) = 70siny, 0 <y < 2.

B 60 z € [0,1),
u(0,y) = { 60(2—z) z€[1,2].

0 zel0,1),
u(0,9) = { 75 xell,2).

7. Un estado de equilibrio para la ecuacién del calor u; = o?u,, es aquella que no varfa con el
tiempo. Demostrar

Todos los equilibrios de la ecuacién del calor son de la forma u(y) = A + By.

Encontrar los estados de equilibrio de la ecuacién del calor que cumplen u(¢,0) = T3 y
U(t, L) = TQ.

Resolver el problema

up = @?uy,, t>0, y € (0,1),
u(0,y) =75, 0 <y <1,
ult,0) = 20, u(t,L) = 60, t > 0.

Ayuda: Calcularla como u(t,y) = v(y) + w(t,y) donde v(y) es el estado de equilibrio
asociado a las condiciones de contorno u(t,0) = 20, wu(t, L) = 60, y w(t,y) es la solucién
del problema con condiciones de contorno nulas.

8. Los extremos de una barra de cobre (a? = 1,14) de longitud 10 centimetros se mantienen a
temperatura de 0°C' mientras que el centro de la barra es mantenido a 100°C' mediante una
fuente de calor externa. Encontrar la temperatura de la barra con el tiempo para la condicién
inicial

[ 50 z€]0,5),
w(0,9) _{ 100 = € [5,10].

Ayuda: Descomponer el problema en dos problemas de contorno con uno de los estremos en
la mitad de la barra.

9. Resolver el problema

U = Uy, +u, t>0, ye(0,1),
u(0,y) =cosy, 0 <y <1,
u(t,0) =0, u(t,L) =0, t > 0.

10. Resolver los siguientes problemas

a)

;

Uy = Py, t >0, y e (0,27),

u(0,y) =cosy — 1, 0 <y < 2m,
w(0,y) =0, 0 <y < 2m,

u(t,0) =0, u(t,2m) =0, t > 0.

Uy = Puyy, t>0, y € (0,1),
u(0,y) =0, 0 <y <1,
w(0,y) =1, 0 <y <1,
[ u(t,0) =0, u(t,1) =0, t > 0.
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1),
2),
2—x z€l23].

uy = Fuy,, t >0, y € (0,3), . 0
1

xr €
w(0,9) = f(y), 0 <y <3, -
) uw(0,9) =0, 0 <y < 3, donde f(y) = 1 zell,

11. Una cuerda de 10 metros fijada en sus extremos se levanta por el medio hasta la distancia de
un metro y se suelta. Describe su movimiento suponiendo que ¢ = 1.

12.  Demuestra que el cambio de coordenadas
T =19y ct,
£ =Y - Ct?
transforma la ecuacién de ondas uy = c2uyy en la ecuacién u,¢ = 0. Concluir que la solucién
general de la ecuacién serd de la forma
u(t,y) = F(y — ct) + G(y + ct)
para funciones apropiadas F'y G.

13.  Demostrar que la solucién del problema

Uty = CQUyya t> 07 Y € (07L)7
u(0,y) = f(y), 0 <y <L,
ut(o’y) = g(y)a 0< y < L7
u(t,0) =0, u(t,3) =0, t > 0,

es de la forma

) = 5 (Fly—et)+ P e+ [ gty

donde F es la extensiéon 2/ periédica e impar de f.

14. Resolver el problema
Uy = Py, +u, t >0, y € (0,L),
u(0,y) = fy), 0 <y <L,
u(0,y) =0, 0 <y <L,
u(t,0) =0, u(t,3) =0, t >0,

15.  Resolver los problemas

( Uy +uyy = 07 (‘Tay) S (0,(1) X (Oa b)a
u(z,0) =0, 0 <z <a,
@) u(z,b) =g(x), 0 <z <a,
L u(0,y) =u(a,y) =0, 0 <y <b.
[ u, +uy,, =0, (z,y) € (0,a) x (0,b),
b) u(z,0) =u(z,b) =0, 0 <z <a,
u(0,y) = g(y), 0 <y <D,
[ u(a,y) =0, 0 <y <b.
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Uy + Uy =0, (z,9) € (0,a) x
u(z,0) = f(z), 0 <z <a,
c) u(z,b) =0, 0 <z <a,
u(0,y) = gly), 0<y <
u(a,y) =0, 0 <y <b.

16. Resolver los problemas de Neuman

(0,0),

(0,0),

(0,0),

[y +uy, =0, (z,y) € (0,a) x
0) uy(z,0) = uy(z,0) =0, 0 <z <a,
us(0,y) = f(y), 0 <y <D,
{ ux(a,y)—O, 0<y<b.
(uy +uy, =0, (z,y) € (0,a) x
b) (Ovy):uw(b y)_07 0<y<b
+(2,0) = f(x), 0 <z <aq,
([ U(2,0) =0, 0 <2 <a.
(uy +uy, =0, (z,9) € (0,a)
u:(0,y) =1, 0 <y <b,
c) uz(byy) =0, 0 <y <b,
u(2,0) =1, 0 < x < a,
| uy(2,0) =0, 0<z<a

17. Resolver el problema

Uy + Uy = u, (T,y) €

(0,1)%,

u(z,0) =u(x,1) =0, 0 <z <1,

u(0,y) =
(

fly), 0<y<1,

u(l,y) =0, 0 <y < 1.
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