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Hoja 1. Transformada de Laplace. Aplicaciones

. Calcular la transformada de Laplace de las siguientes funciones
(a) f(t) =sin(3t) (b) f(t) =€ (c) f(t) =€ cosdt (d) f(t) =te'
(e) f(t)=t3—t (f) f(t) =sinht (g) f(t) = costsint (h) f(t) = e’ costsin(2t)
. Una funcién f : [0,400[ — R se dice que es periddica con periodo a > 0 o a-periddica si para

cada t > 0 se tiene que f(t) = f(t 4+ a). Comprobar que en caso de existir la transformada de
Laplace de f, se verifica la igualdad

L)) = —— /0 Cet () dt

1 —eaz

. Usar el resultado de la actividad anterior para calcular la transformada de Laplace de la funcién
perddica de periodo 2 definida en [0, 2] por

B r sizel0,1
f(x)—{ 2—z sizell,2

B
.

. Dada la funcién,
t
ft) = / e ®sinsds, t>0
0
calcular su transformada de Laplace. Calcular asimismo la transformada de Laplace de g(t) =
tf(t).

. Dada la funcién f(t), definimos la funcién g(t) = f(at), que puede verse como un cambio de
escala en t. Comprobar que

1
Llgl(=) = LIf(at)](2) = ~L]gl(z/a).
Utilizar dicha férmula para calcular la transformada de la funcién sin(at) a partir de

1

L[sint](z) = 2

. Calcular la transformada de Laplace de la funcién,
t, sio<t<l1

f)y=<9 1, sil<t<2
0, sit>2



7. Calcular la transformada de Laplace de las siguientes funciones.

t, sit>1

(2) J(6) = sin] <b>g<t>={0’ Bosr=l h(t)Z{tQ_l’ G0t

8. Calcular la transformada de Laplace de la funcién escalonada

1) = T, 0<t<l1
Sl 0, 1<t<2

extendida a todo [0, +00[ como 2-periddica.

9. jExistird la transformada inversa de Laplace de las siguientes funciones de variable compleja?
Razonar las respuestas.

z 6—7’(’2

(a) F(z) = (b) F(z) = (c) F(z) = @) FG) = T @

 sinz z 14 22

10. Calcular la transformada inversa de Laplace de las funciones siguientes

(a) F(z) = ——  (b) F(2) = m (c) F(z) = j—;—z?—k 5

1
(z+1)(z +2)(22 + 22 + 10)

(d) F(z) =

11. Calcular la transformada inversa de Laplace de las siguientes funciones:

ze # (z—1)e " z241 7 z241

(@) F(2) = 55— () Fle) =75~ () F(Z)=m 2

12. Calcular las transformadas inversas de Laplace de las funciones:

- Z e ? z—1
(a) F(Z):m7 (a>0) (b) F(Z) :m (C) F(Z): B +—22+2
22
@ FC) = 5@

13. Utilizar la transformada de Laplace para resolver los siguientes problemas de Cauchy asociados
a ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes:

Y (1) + 5y (£) + 17y (1) +13y(t) = 1 Y() + By(t) = e
y(0) =y (0)=1, "(0)=0 y(0) =2
y"(t) + 3/ (t) — 2y(t) = 5ha(t) y'(t) +yt) =t
y(0)=1, ¥(0)=0 y(0)=1, y'(0)=-2
14. Resolver los siguientes problemas de valores iniciales:
Y'() + 4/ (8) = 6(2), con o(t) = { N i /(t) + y/@ — sint, }
y(0) =0, y’(O) —9 y(0) =y'(0) = -1



15.

16.

17.

18.

Consideremos un circuito LCR como el de la figura

de forma que L = 2 henrios, R = 16 ohmios, C' = 0.02 faradios y la fuerza electromotriz va
oscilando con el tiempo siguiendo la relaciéon V() = 100sin(3t).

(a) Utilizar las leyes de Kirchhoff para obtener la ecuacién diferencial que verifica la funcién
que describe la carga en funcién del tiempo.

(b) Determinar la carga en funcién del tiempo si en el momento de de conectar el circuito,
t =0, la carga del condensador es igual a cero.

(¢) Determinar la carga del condensador en funcién del tiempo si inicialmente es de 1.5 culom-
bios.

En el caso de un circuito LCR en el que no se tiene ninguna resistencia, la ecuacién diferencial
que describe la carga del condensador en funcién del tiempo es de la forma,

2
L%(t) + % — B(t)

y se denomina oscilador armdnico. Resolver la ecuacién anterior en los siguientes casos:

(a) La fuerza electromotriz E es constante y la carga e intensidad de corriente en el momento
inicial son ambas nulas.

(b) La fuerza electromotriz es de la forma sin(wt + o), con w, o € R, mientras que Q(0) =1 al
conectar el circuito.

Usar la transformada de Laplace para resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

lineales:
2y (t) — v (t) — vi () — va(t) + 9y1(t) — 3y2(t) = 0 }
291 (t) — vy (t) + v1 (1) + y(t) + Ty1(t) — 5y2(t) = 0

con las condiciones iniciales:

Encuentra la solucién del siguiente problema de Cauchy,
y"(t) +y(t) = sen(wt) }
y(0) =0, ¢ (0)=1

con w > 1.



19.

20.

21.

Encuentra la solucién del oscilador arménico dado por la ecuacién diferencial:
y'(t) + By(t) =sin(wt), (BER, w>0)
que verifica las condiciones iniciales:

y(0) = —1/2, y'(0) =0 (06-09-99)

Resuelve el siguiente problema de Cauchy:

y'(t) + By(t) = cos (wi)
y(0)=-1, ' (0)=0

distinguiendo los casos en que 0 < 8y 0 > .

Obtener la solucién del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales,
3y1(t) + yh(t) — 2y1(t) = 3sint + 5cost
2y (t) + y5(t) + y2(t) = sint + cost

para las condiciones iniciales, y1(0) = 0, y2(0) = —1.



