AMPLIACION DE MATEMATICAS. Curso 2011/12
EXAMEN FINAL DE JUNIO. 25-6-2012

1. (20 puntos) Dado el sistema definido por el problema de condiciones iniciales

{ y// 4 6y’ + 25y = SiD(Qt);

se pide:

(a) Demostrar que el sistema es asintéticamente estable.

(b) Encontrar la respuesta al sistema en la fase estacionaria, es decir, cuando el tiempo
es suficientemente grande.

Solucién: (a) La funcién de transferencia es

1

T()= ——
(2) 22 4+ 62425

cuyos polos son
—124++36—-100 —12+8;
2 2
y dado que su parte real es negativa el sistema es asintéticamente estable.
(b) Dado que el sistema es asinténticamente estable, la respuesta al mismo a largo plazo
viene dado por

= —6 4 4i,

y(t) = |T(24)| sin(2t 4 arg T'(2i)).

Como 1 91 —12i 1
— 1
@)= =i os 585 1057~ %),
y dado que
1
T(2)] = ——
0] = 7=
y

4
arg(T(2i)) = arctan =

tenemos que

1 4
t) = sin(2¢ + arctan - ).
yit) = 5 sin °)
3. (20 puntos) Resolver el siguiente problema de condiciones iniciales haciendo uso de la

transformada de Laplace
{ y' + 2y +y =tcost,
y(0) = 0;4/(0) = 1.

Solucién: Tomando la transformada de Laplace en ambos lados de la igualdad, y teniendo
en cuenta las propiedades de la misma y que

22 -1

L[t cost](z) = —dilz/l[cost](z) R



el problema de condiciones iniciales anterior se transforma en el problema algebraico

22 -1

(2 +22+1)LYl(z) —1= (EESIE

de donde
1 z—1

W=y T e nE e

Por la linealidad de la transformada de Laplace inversa, calculamos

B 1 1 Loodo, -
£ ) 0= Res (1) = i e =

o e e [ (e ve e S R (e )

ks ()

et ) G141 0 1 —1
- _ tzt_ it —t —it —it
g gt T e Tl
et ot 1 1.
= ——— — —sint + = cost — =sint,
2 2 2 2

de donde

_ 1 1 _1 z—1
W) = £ | yp] O+ £ e ©
ettt 1 1.
= te"— — — —sint+ —cost — —sint.
2 2 2 2

4. (20 puntos) Resolver el siguiente problema

Maximizar r+y+z
Sujeto a >+ =1,
3r+ 2z < 1.

Solucén: Si g(z,y,2) =22 +y*> — 1y h(z,y,2) = 3z + 22 — 1, se verifica que los vectores
V9 ¥ Vh son linealmente indendientes en el conjunto factible por lo que todos los puntos son
regulares. Planteamos entonces el Lagrangiano

L(x7yaz7)‘7u):x+y+z+)\(x2+y2_1)+M(3I+2Z—1),

y planteamos las condiciones

oL
—=1+2 = 1
3y + 22X+ 3p =0, (1)
oL
— =142\ = 2
5 = LT 2yA=0, (2)
oL

junto con la condicién de ligadura



y la de holgura

w3z +2z—-1)=0. (5)
De la ecuacién (3) tenemos que = —1/2 por lo que = 0 no es posible y la condicién de
holgura se reduce necesariamente a
3r+22=1.

Resolviendo el sistema resultante tenemos las posibles soluciones

r=—

que son ambas factibles. El Hessiano es

20 0 0
HL(z,y,z, A\, u) = 0 2\ 0 |,
0 0 O

que obviamente es semidefinido positivo si A > 0, por lo que el tinico médximo posible es

NG 2/5 1<1+3_\/5) V5 1

x 57y 572 2 5 ) 47/’[/ 2

El espacio tangente ampliado es

M <_§’2—\5/5’% <1+3—\5/5>) = {(z,y,2) : 2 =2y, 3v+22=0}

= {(,22,-32/2) 1z € R},
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