Capitulo 5

Fundamentos de Optimizacion:
Optimizacién no lineal

Sumario. Definciones bésicas de optimizacién. Conjuntos Convexos. Funciones con-
vexas. Optimizaciéon de funciones convexas. Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker.
Condiciones necesarias de primer orden: Ejemplos y Contraejemplos. Condiciones
necesarias de segundo orden. Condiciones suficientes. Interpretaciéon de los multipli-
cadores de KKT. Dualidad.

5.1. Conceptos basicos

La teorfa de optimizacién cldsica o programacién matemaética esté constituida por un conjunto de
resultados y métodos analiticos y numéricos enfocados a encontrar e identificar al mejor candidato
de entre una coleccion de alternativas, sin tener que enumerar y evaluar explicitamente todas esas
alternativas. Un problema de optimizacion es, en general, un problema de decision.

Con el fin de ilustrar de forma adecuada la estructura y composicién de un problema de opti-
mizacién, introduciremos a continuacién un sencillo ejemplo.

Ejemplo 6 (Construccion de una caja con volumen mdximo) Supongamos que queremos
determinar las dimensiones de una caja rectangular de forma que contenga el mayor volumen posible,
pero utilizando para ello una cantidad fija de material. El problema en forma abstracta se podria
plantear en los siguientes términos

Maximizar Volumen de la caja
sujeto a Area lateral fija

Con el fin de resolver este problema habrd que modelizarlo matemdticamente, es decir tendremos que
expresarlo en términos matemdticos. El primer paso para modelizar un problema de optimizacion es
wdentificar y definir las variables que estdn implicadas en dicho problema, en este caso y puesto que
estamos tratando de determinar el tamano de una caja rectangular, la opcion mds clara es considerar
como variables sus tres dimensiones rectangulares usuales (ancho, largo, alto) y que representamos
con x, vy, 2.
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Con estas variables, la funcion para la que tenemos que encontrar el mejor valor serd el volumen
de la caja que puede expresarse como

Vi(zr,y,z) =xyz

A continuacion debemos tener en cuenta las limitaciones existentes sobre el material. Como este
material se utiliza para construir las paredes de la caja, necesitaremos considerar el drea lateral de la
misma, y st la caja tiene tapa, dicha drea serd

A(z,y,2) =2 (xy + yz + 2x)

Por dltimo, teniendo en cuenta que las dimensiones de la caja no pueden ser negativas el problema
puede expresarse matemdticamente como

Maximizar TYZz
sujeto a2 (xy+yz+zx)=A
x,Yy,2 >0

En este ejemplo se distinguen tres elementos fundamentales: las variables del problema, una
funcién de esas variables y un conjunto de relaciones que deben cumplir las variables del problema.
Estos elementos se repetirdn en todos los problemas de optimizacién y se definen formalmente a
continuacion:

1.- Variables de decision: El primer elemento clave en la formulacién de problemas de optimizacion
es la seleccién de las variables independientes que sean adecuadas para caracterizar los posibles
disenos candidatos y las condiciones de funcionamiento del sistema. Como variables indepen-
dientes se sueleng elegir aquellas que tienen un impacto significativo sobre la funcién objetivo.

Representaremos las variables independientes se representaran mediante vectores columna de
Rn
I

Tn

o vectores fila

x'=(21,...,7,)

Aunque para los casos n = 1, 2 y 3 se empleardn las notaciones usuales de z, (z,v) v (z,y, 2)

respectivamente.

2.- Restricciones: Una vez determinadas las variables independientes, el siguiente paso es establecer,
mediante ecuaciones o inecuaciones las relaciones existentes entre las variables de decisién. Estas
relaciones son debidas, entre otras razones, a limitaciones en el sistema, a leyes naturales o a
limitaciones tecnolégicas y son las llamadas restricciones del sistema. Podemos distinguir dos
tipos de restricciones:

1. a) Restricciones de igualdad: Son ecuaciones entre las variables de la forma
h(x)=h(zy,...,2,) =0

donde h : A C R™ — R es una funcién real de variables reales definida sobre un conjunto
A de nidmeros reales.
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b) Restricciones de desigualdad: Son inecuaciones entre las variables de la forma

g(x)=g(x1,...,2,) <0

donde g : A C R” — R es una funcién real de variables reales definida sobre un conjunto
A de nidmeros reales.

Nota 1 Solamente se han considerado restricciones de dos tipos: restricciones de igualdad del forma
h(xy1,...,2,) = 0 y restricciones de desigualdad de la forma g (z1,...,x,) <0, debido a que siempre
es posible, mediante una simple transformacion, expresar el problema en términos de esta clase de
restricciones, tal y como se puede apreciar en la siguiente tabla:

Tipo de Restriccion Transformacion Nueva Restriccion
h(xy,...,z,)=0b h=h—b h(zi,...,2,) =0
g(x1,...,2,) <c g=g—c g(x1,...,2,) <0
g(x1,...,2,) > ¢ g=c—g g(x1,...,2,) <0

Nota 2 Las condiciones sobre las variables del tipo x; > 0, x, < 0 o similares no se incluyen dentro
de este conjunto de restricciones y tienen un tratamiento particular, son restricciones en las variables
o llamadas de tipo cota.

3.-  Funcion objetivo: Finalmente, el tltimo ingrediente de un problema de optimizacién es la funcién
objetivo, también llamado fndice de rendimiento o criterio de eleccién. Este es el elemento uti-
lizado para decidir los valores adecuados de las variables de decisién que resuelven el problema
de optimizacién. La funcién objetivo permite determinar los mejores valores para las variables
de decision.

Independientemente del criterio seleccionado, dentro del contexto de la optimizaciéon matemati-
ca el adjetivo “mejor” siempre indica los valores de las variables de decisiéon que producen el
minimo o méximo valor (segun el criterio utilizado) de la funcién objetivo elegida.

Algunos de estos criterios pueden ser por ejemplo de tipo econémico (coste total, beneficio), de
tipo tecnoldgico (energia minima, maxima capacidad de carga, maxima tasa de produccién) o
de tipo temporal (tiempo de producciéon minimo) entre otros.

1. Es importante hacer notar que en esta gufa se utilizard un tnico criterio de optimizacién, no
estamos interesados en encontrar una solucién que, por ejemplo, minimice el coste, maximice
la produccién y al mismo tiempo minimice la energia utilizada. Esta simplificacién es muy
importante, puesto que aunque en muchas situaciones précticas seria deseable alcanzar una
solucién que sea la mejor con respecto a un niimero de criterios diferentes: la solucién ideal seria
maximizar beneficios al minimo coste. No obstante una forma de tratar objetivos que chocan
entre si, es seleccionar un criterio como primario y el resto de posibles criterios como secundarios.
El criterio primario se utiliza como la funcién objetivo del problema de optimizacién, mientras
que los criterios secundarios serfan valores minimos y maximos aceptables que serfan tratados
como restricciones del problema. Los problemas que utilizan varios criterios de bisqueda entran
dentro de la llamada programacion multiobjetivo.
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Con la introduccién de estos tres elementos, el objetivo de los problemas de optimizacién matemati-
ca esta claro: Un problema de optimizacién consiste en la biisqueda de valores para unas determinadas
variables (variables de decision) de forma que, cumpliendo un conjunto de requisitos representados
mediante ecuaciones y/o inecuaciones algebriicas (restricciones) que limitardn la eleccién de los
valores de las variables de decisién, proporcionan el mejor valor posible para una funcién (funcion
objetivo) que es utilizada para medir el rendimiento del sistema que se estudia. Como se ha comenta-
do previamente, con el mejor valor se quiere indicar el mayor o el menor valor posible para la funcién
objetivo. En resumen, buscamos valores que cumplan unas condiciones y minimicen o maximicen
una funcién que caracteriza el sistema.

El planteamiento abstracto general para resolver problemas de este tipo es el siguiente

Optimizar f (z1,...,2,)

Sujeto a  Restricciones
donde el empleo del término Optimizar incluird a ambos objetivos tanto de Minimizacion como de
Mazimizacion. No obstante y en relacion a este aspecto, la mayoria de los planteamientos pueden
hacerse con uno sélo de los objetivos, por ejemplo el de minimizacién, ya que un problema con
objetivo de maximizacién se puede transformar en otro equivalente con objetivo de minimizacién
multiplicando para ello la funcién objetivo por (—1) tal y como podemos comprobar en la figura
5.1. El minimo de la funcién f (z) = 2* + 1 se alcanza en el punto z* = 0. En este punto también
se alcanza el mdximo de la funcién opuesta g () = —f () = —2? — 1, notar que aunque el punto
buscado en ambos casos es el mismo, los valores que cada funcién toma en dicho punto son justamente
uno el opuesto del otro:

fat) = foy=1

g = g(0)=-1
Veamos algunos ejemplos de problemas de optimizacién.

Ejemplo 7 Distancia mas corta entre dos curvas. Supongamos que se quiere calcular la min-
ima distancia entre dos curvas de ecuaciones C; =y = f(z) y Cy =y = g(x) que no se corten
entre si. El problema se resuelve considerando un punto en cada curva y utilizando la férmula de la
distancia entre dos puntos para plantear el problema como

Minimizar d(P,Q)
sujeto a P e 4
Qe Cy

o de forma explicita

stendo
P = (xla yl) € Cl
Q = (22,y2) € Cy

las coordenadas de los dos puntos. Este problema se puede extender de forma trivial a curvas en R".
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f(x) = x2 + 1

g{x)=-flx)=- x2—1

] 10

Figura 5.1: Equivalencia entre min f () y max g (z) = —f (z) .

Ejemplo 8 Problema lineal. Supongamos que queremos obtener el nimero de articulos que debe-
mos fabricar de diferentes productos con coste fijo, teniendo para ello un presupuesto limitado y
obteniendo a la misma vez el mdzimo beneficio posible. El problema podria plantearse como:

Minimizar — byxy + boxs + - - - + b1y,
Sujeto a  cixy+ e+ -+, < P

r,> k=1,...,n

donde P es el presupuesto total disponible y los parametros by, y ¢ para k =1,2,...,n son el beneficio
y el coste, respectivamente, para cada uno de los productos y siendo . la cantidad de producto k que
se debe fabricar.

5.2. Definiciones
En esta seccién se dan las definiciones elementales relacionadas con la teoria de la optimizacién
matemadtica con el objetivo de que el lector se familiarice con el lenguaje matemético utilizado.

Definicién 2 (PPNL) Se define el problema fundamental de la optimizacion estdtica o problema
de programacion no lineal (PPNL) al exzpresado como

( Optimizar fzy, ... zp)

Sugeto a h; (r1,...,2,) =0 i=1,...,m
(PPNL) (5.1)
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donde f,h;,g; : A — R, o en notacion vectorial como

( Optimizar f(x)
Sujeto a h(x)=0
(PPNL)
g(x) <0
x=(x1,...,x,) € ACR

\

donde ahorah : A — R™, yg: A — RP son funciones vectoriales.

Las funciones implicadas en la definicién del problema fundamental no tienen porque tener ningu-
na propiedad en particular, pero en nuestro caso vamos a introducir hipétesis adicionales que ayu-
dardn a simplificar el problema; por ejemplo, supondremos de forma general que las funciones f,
hi y g; son continuas y en la mayorfa de los casos tendrdn derivadas primeras y segundas también
continuas.

La resolucién del problema de optimizacién PPNL consistird en primer lugar, en buscar valores
para las variables de decisién x; que cumplan las ecuaciones e inecuaciones que forman el sistema de
las restricciones y en segundo lugar encontrar de entre estos valores aquel o aquellos que proporcionen
el mayor (si el objetivo es maximizar) o menor (si el objetivo es minimizar) valor para la funcién real

fr, . xp).
Definicion 3 Se distinguen algunos casos particulares del problema general de optimizacion 5.1.

1. Problemas sin restricciones: En este tipo de problemas no hay restricciones de ningun tipo, es
decir m = p = 0. La expresion general para estos problemas es

Optimizar  f(x1,...,x,)
(PSR) (5.2)
Sugeto a  (xy1,...,x,) €A

Las tnicas limitaciones vienen dadas por el conjunto A de R™ donde esté definida la funcion

fxe,. ... xp).

2. Problemas de Lagrange o problemas sélo con restricciones de igualdad: Son problemas de
optimizacion con restricciones donde solamente existen restricciones de igualdad, por tanto
m # 0 yp=_0. Son problemas de la forma

Optimizar — f(x1,...,2y)
(PRI) Sugeto a h; (v1,...,2,) =0 i=1,...,m (5.3)
(x1,...,2,) €A
No hay restricciones dadas por inecuaciones, sélo por ecuaciones.
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3. Problemas unidimensionales o univariantes: Fste es un caso particular de los problemas sin
restricciones en los que solamente hay una variable, es decir paran =1, m =0 yp = 0. El
problema se expresa como

Optimizar  f (z)
(P1D) (5.4)
Sujetoa x €l CR

donde I es, en la mayoria de las ocasiones, un intervalo.

Definicién 4 (Solucién factible) Diremos que X = (Z1,...,T,) €A C R es una solucién factible
del problema PPNL (ecuacion 5.1) si cumple todas sus restricciones, es decir

hi (Ty,...,Tp) =0 i=1,...,m
X solucion factible <
gj(fla7fn)§0 j:177p

Definicién 5 (Conjunto factible) Se define regién o conjunto factible Q del problema PPNL al
conjunto de todas sus soluciones factibles

Q={xXcACR: X es una solucion factible}

Nota 3 Con estas definiciones se puede decir que el objetivo al intentar resolver el problema de
optimizacion PPNL es encontrar la “mejor” de todas las soluciones factibles.

Definicién 6 (Minimo global) Diremos que x* = (z7,...,2%) €  CR™ es un minimo global del

rn

problema PPNL o que f (x) tiene un minimo global sobre Q) , el conjunto factible de PPNL, si
VEEQ XAX = f(x)<f®)

El punto x* serd minimo global estricto si la desigualdad es estricta
VXeQ X#x'= [f(x")<f(X).

Esta definicién implica que no hay en 2 un punto en el que la funcién tome un valor menor que
el que toma en x*.

Definicién 7 (Méximo global) Diremos que x* = (z7,...,2%) € Q C R" es un maximo global

rn

del problema PPNL o que f (z) tiene un maximo global sobre ), el conjunto factible de PPNL, si
VXe X#£Ex'=  f(x) > f(X)
El punto x* serd méaximo global estricto si la desigualdad es estricta
VXeQ, X#x'= [f(x')>f(X)

Esta definicién implica que no hay en 2 un punto en el que la funcién tome un valor mayor que
el que toma en x*.

101



FUNDAMENTOS DE OPTIMIZACION: OPTIMIZACION NO LINEAL

Nota 4 Los mdzximos y minimos globales de un problema de optimizacion se denominan extremos
globales.

Definicién 8 (Solucién éptima) Diremos que x* € Q C R"™ es una solucién 6éptima del problema
PPNL o que f (x) tiene un dptimo en x* sobre el conjunto factible Q@ si ocurre alguna de estas dos
situaciones

1. x* es un minimo global del problema PPNL vy el objetivo del problema es minimizar.

2. x* es un mdximo global del problema PPNL y el objetivo del problema es maximizar.

Definicién 9 (Valor 6ptimo) Si x* € Q C R™ es una solucion dptima del problema PPNL, en-
tonces se define el valor éptimo como el valor de la funcion objetivo en la solucion optima, es decir,
st x* es una solucion optima del problema PPNL, entonces f (X*) es el valor optimo.

Resolver un problema de optimizacion es encontrar, si existen, sus soluciones éptimas, es decir los
extremos globales de la funcién objetivo sobre el conjunto factible. Desde el punto de vista practico y
computacional en algunas ocasiones bastard con obtener los llamados extremos locales que se definen
a continuacion.

Definicién 10 (Minimo local) Consideremos el problema de optimizacion PPNL y sea Q0 su con-
gunto factible. Diremos que x* €  C R™ es un minimo local o relativo de f (x) en Q si y sdlo
s1

Jde>0tal queVX e, X#X XX <e= f(x) < f(X)

El punto x* serd un minimo local estricto de f (x) en Q si la desigualdad es estricta
Je>0tal queVX €N, X#£X" ||X—xX'||<e= f(x") < f(X).

Definicién 11 (Mdéximo local) Consideremos el problema general de optimizacion PPNL y sea )
su conjunto factible. Diremos que x* € Q@ C R™ es un maximo local o relativo de f (x) en 2 si y sdlo
St

Je>0tal queVXEQ, X#X5 XX <e= f(x") > f(X)

El punto x* serd un méximo local estricto de f (x) en  si la desigualdad es estricta
Je>0tal que VX €N, X#X" ||X—xX'||<e= f(x*)> f(X).

Nota 5 Los mdximos y minimos locales de los problemas de optimizacion también se denominan
extremos locales o relativos.

A diferencia de los extremos globales que afectan a todo el conjunto factible €2, los extremos
locales afectan a cierto entorno a su alrededor.

La teorfa inicial asociada a la optimizacion estd orientada a la obtencién de condiciones necesarias
y suficientes para que un punto sea 6ptimo. Como veremos en los temas correspondientes, esta teorfa
incluye el teorema de los multiplicadores de Lagrange y el teorema de Karush-Kuhn-Tucker. Por otra
parte, también es interesante conocer no sélo si un punto es o no éptimo desde el punto de vista
tedrico, sino también cémo encontrar esos 6ptimos desde el punto de vista préactico. Teniendo esto
en cuenta, al considerar problemas de optimizacién se plantean dos cuestiones:
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1. Cuestién estéatica: ;Como podemos determinar si un punto x* es o no la solucién éptima de
un problema de optimizacién? ;Qué condiciones deberian cumplir las funciones f (x), h; (x) y
g; (x) para que un problema PPNL tenga solucién? ;Qué condiciones debe cumplir el punto
x*7

2. Cuestion dinamica: Si X no es el punto éptimo, entonces ;cémo podemos encontrar una
solucién éptima x*, utilizando la informacién de la funcién en X7

Mientras que con la primera cuestién se trata de determinar condiciones necesarias y/o suficientes
para que un punto sea o0 no una soluciéon 6ptima, en la segunda de las cuestiones se consideran los
métodos numéricos adecuados para conseguir encontrar esas soluciones 6ptimas.

El resultado principal utilizado para conocer si un problema de optimizacién tiene solucién es
el teorema de Weierstrass, que recordamos a continuacién dentro del contexto de la optimizacién
matematica.

Teorema 32 (Teorema de Weierstrass) Sea f (x) una funcion continua definida sobre un con-
Junto compacto (cerrado y acotado) K C R™. Entonces el problema de optimizacion

Optimizar  f (x)

Sujeto a x € K
tiene al menos una solucion para ambos objetivos de minimizacion y mazximizacion, es decir
x* ) =min f (x
F (i) = min f (x)
J xr. . xr. eK:

min’ “*max

f (Kha) = méxf (x)

Este es un resultado importante a tener en cuenta en la resoluciéon de problemas de optimizacién,
sin embargo el teorema no nos proporciona un método para la localizacién de las soluciones, sola-
mente de su existencia en determinadas condiciones. Desde el punto de vista de las aplicaciones, lo
interesante es caracterizar los puntos solucién y disenar un método efectivo para su célculo.

Finalmente, apuntar que un problema de optimizacién puede tener solucién tnica como en el
siguiente planteamiento

Optimizar 2

Sujeto a x € [0, 1]

no tener ninguna solucién como en el problema

Optimizar —
x

Sujeto a z € (0,1)
o tener mas de una solucién, como en el problema

Optimizar sen (z)

Sujetoa xeR

en el que hay incluso infinitas soluciones 6ptimas, tanto de minimo (37“ + 2km, k € Z) como de
méximo (5 + 2k7, k € Z).
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5.3. Conjuntos Convexos

El concepto de convexidad es de gran importancia en el estudio de los problemas de optimizacién
desde el punto de vista de la aplicacién practica, puesto que en algunos casos, bajo condiciones de
convexidad, se puede garantizar que un extremo local de un problema es realmente un extremo global
y por tanto la soluciéon 6ptima del problema buscada.

Se describen en esta seccién algunos conceptos bésicos de convexidad ttiles para el desarrollo de la
programacion matemaética y aunque es posible definirlos en el &mbito de cualquier espacio topoldgico,
en lo sucesivo consideraremos el espacio vectorial R"™.

Definicién 12 (Segmento lineal) Dados dos puntos x,y € R™ el segmento lineal cerrado que une
x con'y es el conjunto definido por

x,y]={Ax+(1-N)yeR":0< <1}
Del mismo modo, el segmento lineal abierto que une x con'y es el conjunto
(x,y) ={Ax+(1-N)yeR":0< A< 1}
Definicién 13 (Conjunto convexo) Sea ) C R™ entonces
Q es convero <=V x,y € Q= [x,y] CQ

Esta definicién se interpreta de forma que un conjunto serd convexo si el segmento lineal cer-
rado que une cualquier par de puntos del conjunto estd contenido en dicho conjunto. La figura 5.2
representa algunos conjuntos convexos y otros no convexos de R2.

@
Sl

Conjuntos convexos Conjuntos no CONVexos

Figura 5.2: Convexidad en R2.
Por convenio el conjunto vacio ) es un conjunto convexo.

Unos de los tipos mds importantes de conjuntos convexos son los hiperplanos y los semiespacios,
que definimos a continuacion.
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Definicién 14 (Hiperplano) Sea a € R" con a # 0 y b € R. Un hiperplano H en R" es un
conjunto definido como
H = {XER”: aTx:b}

El vector a es el llamado vector normal al hiperplano. La expresion a’

ambos vectores

X es el producto escalar de

a'x = a1+ + aniy

Definicién 15 (Semiespacios) Sea a € R" cona # 0 y b € R. Sea H el hiperplano construido a
partir de a y b entonces definimos los semiespacios cerrados positivos y negativos asociados a H,
respectivamente a los conjuntos

Hy = {xeR": a'x >}

H = {XE]R": aTxgb}
y semiespacios abiertos positivos y negativos asociados a H a los conjuntos definidos como
Hy = {xeR": a'x>b}

o

H. = {xeR": a'x<b}

El siguiente lema es una consecuencia inmediata de la definicién de convexidad y establece que
la intersecciéon de dos conjuntos convexos es convexa y que la suma algebrdica de dos conjuntos
convexos también es convexa. Su demostracién es muy sencilla utilizando la propia definicién de
conjunto convexo y se deja como ejercicio.

Lema 33 Sean €2, Q5 C R”™ dos conjuntos convexos entonces

1. Q1 Ny es convexo.
2. N+ Q={x+yeR":xcQ, yc} es convezo.

3N —Q={x—-yeR":xc, ye€ Q} es convero.

Nota 6 FEs posible extender mediante induccion la propiedad 1 del lema 33 a una interseccion
cualquiera de conjuntos convezos, es decir si {Q,} >~ C R™ es una familia de conjuntos conve-
os de R™, entonces el conjunto interseccion () -, €y, es de nuevo un conjunto convezo.

Si tenemos en cuenta por una parte que los semiespacios de R™ son conjuntos convexos y por otra
utilizamos los resultados del lema 33 se deduce facilmente que los conjuntos definidos de la forma

a1y + - apT, < b
Q=< (r1,...,2,) ER": :

Am1T1 +- Amndn S bm
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o en de forma mds compacta en notacién matricial
Q={xeR": Ax<b}
donde A = (a;;) es una matriz m x n en R y b € R™ es un vector; son convexos puesto que
Q=0N---NQ,

siendo
n . . J—
Qe ={(x1,...,2,) €ER": apxy + -+ agpr, <bi}; k=1,...,m
semiespacios cerrados negativos, que son conjuntos convexos.

Ejemplo 9 El conjunto definido como S = {x € R" x es solucion dptima de P} siendo P el

problema

Minimizar  cI'x

P = Sujeto a Ax=Db

x>0

es un conjunto convezo.
Solucién: Para demostrar la convexidad de S utilizaremos la definicién. Distinguimos tres caso:

1. Caso I: El problema P no tiene solucién, en ese caso S es el conjunto vacio (), que por definicién
es un conjunto convexo.

2. Caso II: El problema P tiene solucién tnica: S = {x*}. En este caso el tinico segmento lineal

que se puede construir es
X +(1-N)x"=x"€S

(en este caso incluso independientemente de si A estd en el intervalo [0, 1] o no).

3. Caso III: El problema P tiene méas de una solucién. En este caso S tiene mds de un elemento y
podemos suponer que existen x! y x> € S que por ser soluciones del problema P serdn puntos
factibles y por tanto cumplirdn las restricciones del problema

Ax'=Db
Ax’=b
xt x?2 >0

Como ademds son minimos de P; si llamamos f* al valor éptimo se tiene
f* — CTXI — CTX2

Ahora hay que comprobar que los elementos del segmento lineal que une x! con x? también
estdn en S es decir son soluciones de P. Para ello tomamos A € [0, 1] y consideremos el punto
x3 definido por

x ="+ (1 -\ x?
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Comprobamos su factibilidad operando directamente. Por una parte x* es factible ya que por
una parte cumple el sistema de ecuaciones

A’ =A (X' +(1-N)x*) =XAx' + (1= N Ax*=Xb+ (1-A)b=b,
y por otra parte, como A € [0, 1]

A>0
0< A\ <1=
1—-A>0

de donde al ser x!,x? > 0 se obtiene
X =M+ (1-A)x*>0

ya que todos los sumandos son positivos. De esta forma x® es factible porque cumple las
restricciones del problema.

Si ahora evaluamos la funcién objetivo en x3

f(x)=cx=c" (' +(1-N)x*) =X+ (1= NP =Af"+(1-N) f*=f*
y por tanto se deduce que x® también es solucién del problema P.

Definicién 16 (Punto extremo) Sea Q2 C R™ un conjunto convexo no vacio. Se dice que el punto
x € ) es un vértice o punto extremo de ) <=

Six =Ax'+ (1 — \)x? para algin A € [0,1] yx', x> € Q= x' =x" =x
Por ejemplo el conjunto convexo
Q={x=(z1,22) €R?| 0<21<2,0< 2, <2}

tiene 4 puntos extremos dados por P, = (0,0), P, = (0,2), P3 = (2,0) y P, = (2,2) (ver figura 5.3).

El conjunto de los puntos extremos de un conjunto convexo puede ser vacio, por ejemplo una bola
abierta de R", contener una cantidad finita de elementos, como en la figura 5.3 o tener una cantidad
infinita de elementos, como una bola cerrada de R".

5.4. Funciones convexas

En esta seccién se proporciona la definicién de funcién convexa y se presentan alguna de sus
propiedades mas importantes, sobre todo aquellas que pueden utilizarse para resolver problemas de
optimizacion.

Definicién 17 (Funcién convexa) Diremos que la funcion f: Q CR" — R, con Q un conjunto
convezro no vacio, es convexa sobre ) <=

Vx,y €A [01] = fAx+(1-Ny) SAf(x)+ (1 =A) f(y)
Se dice que f estrictamente convexa <=

Vx,y e QA€ [0,1]]=f(Ax+(1-Ny) < Af(x)+(1=)) f(y)
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0.2 2.2

0,0 (2.0

Figura 5.3: Puntos extremos.

Nota 7 Si definimos p =1 — X\, entonces la definicion puede ponerse como
fes convexa<= f(Ax+py) < Af(x)+pf(y), YA\pu>0 conA+pu=1

Y del mismo modo para funcion estrictamente convexa.
Definicién 18 (Funcién céncava) Diremos que la funcion f : Q@ C R" — R, con 2 conjunto

convero no vacio es concava sobre () <= g = —f es convezxa.
Esta definicion equivale a decir que

f es concava = Vx,y € QA€ [0,1] = f(Ax+(1-Ny) > Af(x)+ (1 =N f(y)
Definicién 19 Se dice que f estrictamente céncava <= g = —f es estrictamente convexa.

Proposicién 34 Si fi (x) y f2 (x) son dos funciones convexas definidas sobre un conjunto convero
no vacio Q CR" = f (x) = (fi + f2) (X) es convexa sobre (2.

Demostraciéon: Por definicién de f = f; + fo se tiene

F&) =i+ ) %) = fLr(x) + f2(x)

Sean x,y € Qy A € [0, 1]

fOx+1-Ny)=f(Ax+1-Ny)+o(Ax+(1—-N)y)

Puesto que tanto f; como fs son convexas sobre ) se cumplen de forma simultanea las siguientes
desigualdades

fix+(1=Ny) < AMix)+(1=A) fily)

foAx+(1=Ny) < Aa(x)+(1-2A)f(y)

108



FUNDAMENTOS DE OPTIMIZACION: OPTIMIZACION NO LINEAL

y sumando ambas expresiones

Hx+ (1 =Ny)+ fo(x+(1=ANy) <AL &)+ fo(x)+0=2) )+ LK)

es decir
JOxX+1=Ny) <A +1-=N)f(y)

por tanto f (x) es convexa.

Proposicién 35 Si f (x) es convexa sobre Q C R™, siendo ) un conjunto convexo no vacio, entonces
Va >0, la funcion (af) (x) definida por

(af) (x) = af (x)
es convexa sobre €.
Demostracién: Como f (x) es convexa sobre ) se cumple
fOx+(1=Ny) SAf(x)+ 1= f(y)

si ahora multiplicamos ambos lados de la desigualdad por a > 0, el sentido de esta no cambia y
tendremos

a(f(Ax+(1=Ny) <a(M () +L=A)f(y)=raf(x)+ (1= af(x)
lo que demuestra la convexidad de a.f.
Nota 8 Si a < 0, entonces la funcion af seria concava sobre €.

Proposicion 36 Sea f convexa en €2 C R", con 2 conjunto convero no vacio y sea ¢ € R, entonces
el conjunto de nivel T'. definido por

Fe={x€Q: f(x) <}
es convexo Ve € R.

Demostracién: Hay que demostrar que V x,y € I'. y A € [0, 1], debe ocurrir Ax+ (1 — \)y € I'..
Utilizando la definicién de I'. es equivalente a probar

Vxyeon f(x)<cy fy)<e = fOx+(1-Ny)<ec YAe[01]
Como f (x) es convexa se cumple

FOx+ (1 =Ny) <A (x)+(1=A) f(y)
Por otra parte como A € [0, 1] se cumple

0< A\
0< A<l =
A<1=0<1-A
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y por tanto

F(x) < c= A (x) < e

fly) € e=QA=-Nfx)<(1-XNc
Al sumar ambas desigualdades se obtiene
M)+ =N fx)<AXk+(1-Nc=c
y por tanto
fOx+A=N)y) <Af(x)+(1-A)f(x)<c

como tratdbamos de probar. B

La caracterizacién de funciones convexas mediante su definicién es, en general, muy dificil de
aplicar en la préctica. Para comprobar si una funcién es o no convexa es necesario encontrar otras
caracterizaciones mas sencillas de aplicar. Los siguientes resultados proporcionan esas caracteriza-
ciones para funciones convexas diferenciables en términos del gradiente y del Hessiano.

Proposicién 37 (Caracterizacién de primer orden para funciones convexas) Sea f : 2 C
R" — R, con Q un conjunto convexo y f(x) € CY(Q), es decir una funcion derivable en Q con
derivadas parciales continuas, entonces

f(x) es convexa sobre Q <= f(y) > f(x) + Vf(x)(y —x) Vx,y € Q

f(x) es estrictamente convexa sobre ) <= f(y) > f(x) + Vf(x)(y —x) Vx,y € Q

Demostracién: Demostramos la proposicién para el caso en el que f (x) sea convexa y se pro-
cederfa del mismo modo si f (x) fuera estrictamente convexa.

“—" Supongamos en primer lugar que f (x) es convexa, entonces tomando cualquier valor A € [0, 1]
y X,y € €, se tiene

fOy +(1=XN)x) < AMf(y) + (1 =N f(x)

Se puede asumir el hecho de que A # 0 y podremos entonces dividir la inecuacién por este valor

f(x+>\(y;X)) — /(%) < fly)— f(x) VAe(0,1]

Si ahora A — 0 y tenemos en cuenta que la funcién f (x) es derivable en €, entonces

LMy —x) ()
A—0 A

= Vi) (y —x)

y por tanto
VIx)(y —x) < f(y) — f(x)
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“<=" Supongamos ahora que es cierta la siguiente desigualdad
VIx)(y —x) < f(y) — f(x) Vx,y € Q
entonces por ser {2 un conjunto convexo
Vxlx*eQyre0l]=x=Xx'+(1-N)x*€Q

Si utilizamos la desigualdad para x e y = x! por una parte y para x e y = X2 por otra

obtenemos
y=x' = f(x')> f(x)+ Vf(x)(x'—x)

y=x" = f(x*) > f(x)+Vfx)Ex-x)

Si multiplicamos por A la primera desigualdad y por (1 — ) la segunda y sumamos ambas
expresiones

M) =2 M(x) + AV —x)
=N > A=)+ 1 -YVIx)E—x)

MED)+ A=) = f(x)+ V)X + (1 - )x* —x)

> flx) = fOx"+ (1= )%
lo que demuestra la convexidad de f (x).

Proposicién 38 (Caracterizacién de segundo orden para funciones convexas) Sea f : Q2 C
R™ — R, con Q2 un conjunto abierto convexo no vacio y f (x) € C*(Q) entonces:

f(x) es convera en Q) <= Hf (x) es semidefinido positivo Vx €

HY (x) = [( aaaf <x>)f ]

t,j=1

stendo

la matriz hessiana asociada a f (x).
Demostraciéon: Demostramos la doble implicacién.

“—" Supongamos que f (x) es convexa en () y sea x € (). Demostrar que Hf (x) es semidefinida
positiva en Q equivale a demostrar que V d € R” ocurre d"H f(x)d > 0.

Puesto que 2 # () y abierto, entonces para d € R", ocurre y = x + Ad € Q tomando |\ # 0
y suficientemente pequeno. Si utilizamos la proposicién 37 de caracterizaciéon de primer orden
de funciones convexas por una parte y el teorema de Taylor por otra, se obtienen las siguientes
expresiones:

fy) 2 f(x) + VI(x) (y —x) = f(x+Ad) > f(x) + AV f(x)d
fx+2d) = f(x) + AVf(x)Td + iXN*d"Hf (x)d + o()\)
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donde o()\) = \?||d||?a(x, Ad) es una funcién que converge a 0 cuando A tiende a 0.

Si se restan ambas expresiones obtenemos
1
5A2c1THf(x)c1 + A?||d|]?a(x,Ad) >0

A continuacién se divide por A? y se toman limites cuando A — 0. El resultado que se obtiene
es que dTHf(x)d > 0.

“=" Reciprocamente si suponemos ahora que la matriz Hessiana Hf (x) es semidefinida positiva
en cada punto de ) y consideramos x e y en 2, entonces por el teorema del valor medio
obtenemos:

Fly) = FO) + VIO (y = %) + 5y ) HF6 )y — )

donde x* = Ax+ (1 = \)y € Q con A € (0,1). Como Hf(x*) semidefinida positiva, se cumple
que (y —x)THf(x*)(y —x) > 0 y concluimos que

Fy) = F60 + TF6ly =) + 5y — ) HFC)y %) > f(x) + VS (y %)

Fy) = fx)+AVix)x vx'\x e

que resulta ser la caracterizacién de primer orden para funciones convexas de la proposicién 37 y
por tanto f (z) es convexa en 2 M.

La matriz Hessiana de f es la generalizacién al espacio R™ del concepto de curvatura de una
funcién y de forma andloga, la definicién positiva del Hessiano es la generalizacién de curvatura
positiva. Las funciones convexas tienen curvatura positiva (o al menos no negativa) en todas las
direcciones.

5.5. Optimizacién de funciones convexas

En esta seccién consideraremos el problema de minimizar y maximizar una funcién convexa sobre
un conjunto convexo.

Debido a la correspondencia entre funciones concavas y convexas todos los resultados se presentan
de forma equivalente para ambos tipos de funciones, por ello en cada teorema y entre corchetes se
muestra el resultado alternativo.

Teorema 39 Sea f: Q) CR” — R con Q un conjunto convexo. Si f (x) es convexa [concava] = Fl
conjunto T' donde f (x) alcanza su minimo [mdzimo] es convexo y cualquier minimo [mdximo] local
de f (x) es minimo [maximo] global.

Demostracién: Definimos el conjunto I' como
I'={x" €] f(x") =min.eq f ()}

SiT = (), es decir si f (x) no tiene minimos relativos, entonces el teorema se cumple por la convexidad
del conjunto vacio.
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Supongamos ahora I' # () y por tanto existe x* € I". Si x* es el tinico elemento de I', entonces
es convexo puesto que la unica combinacién con elementos de I' que se puede hacer VA € [0,1] es
AxF4(1-N)x* =x*el.

Finalmente podemos suponer que I' tiene al menos dos elementos x*, y* € I'. Por la definicién
de I', entonces

futn = mingeq f (2) = f(x7) = [ (")
Si tomamos A € [0, 1], por convexidad de f (x) se cumple
fOXT+ (1 =Ny") <A (X)+ Q=N ) = AMam + (1= A) fam = fom

pero como AxX* + (1 = A)y* € Qy fom = mingcq f (z), tendré que ocurrir

foin < f(OAX"+ (1= A)y")
de donde

fmin S f()‘X* + (1 - )‘) y*) S fmin

y por tanto

JOX+ (1= A)y") = fum
y se obtiene el resultado pedido.

Supongamos ahora que x* € € es un minimo local de f (x) que no es global; es decir, que Iy €

con f(y) < f(x*). Por la convexidad de f(x) en el conjunto convexo 2 se obtiene la siguiente
desigualdad

FOy + (1 =0x") < AM(y) + (1 =N f(x)
para A € [0, 1]. Utilizando ahora el hecho de que f(y) < f(x*) y como A € [0,1] y por tanto tanto A
como (1 — \) son no negativos

Oy + (1 =2)x") S A + (1 - N)fX) = f(x)
Para un valor de \ suficientemente pequeno se contradice el hecho de que x* sea un minimo relativo,

como estamos asuminedo que x* es minimo local, entonces debe cumplirse que ademas es global. H.

Teorema 40 Sea f: Q) CR" — R con Q un conjunto convexo con f € C*() una funcién conveza
[concaval. Supongamos que existe un x* € Q) que cumple la siguiente propiedad

Vy € Q= VIx) (y-x) 20 [Vf(x)(y—x") <0]
Entonces x* es un punto de minimo [mdaximo] global de f en ).

Demostracién: Como €2 convexo, x* 4+ A\(y —x*) € Q con A € [0, 1]. Por la caracterizacién de
primer orden de funciones convexas (proposicién 37) y utilizando el hecho de que para x* ocurre
Vf(x*)T(y —x*) > 0 tenemos:

fly) = fx) + V) (y —x7) > f(x)
Luego x* es un punto de minimo relativo de f en 2 y utilizando el resultado de la proposicién
anterior, también es un minimo global M.
Se incluyen a continuacién, sin demostracién, una serie de resultados muy 1itiles e interesantes
para la resolucién de problemas de optimizacion.
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Proposicion 41 Si Q) es un subconjunto no wvacio, convexo y compacto de R"™ cuyo conjunto de
puntos extremos es finito y si f : Q C R" — R es un funcion conveza [concava] sobre ) = f(x)
posee en ) un mdazximo [minimo/ global y se encuentra en uno de sus puntos extremos.

Teorema 42 Sea f: Q CR" — R convezxa [concava] en Q0 convero y compacto = Si f (x) tiene
mazximo [minimo/ en 2 entonces lo alcanza en un punto extremo de Q.

Lema 43 Si x*,y* son dos puntos de minimo [mdximo] global de una funcién convera [concaval
f(x), f: Q2 CR" — R con Q convero = Y\ € [0,1] los puntos definidos como z*(\) = Ax* +
(1 = N)y* también son minimos [mdximos] globales de f (x).

Demostracién: Supongamos que f es convexa (para el caso de f céncava y méximo la de-
mostracién serfa equivalente), entonces

fE@N) =X+ (1 =N)y) =X+ (1= N)y") <A )+ (1 -2 )

Como x*, y* son minimos globales = f(y*) = f(x*) y resulta

[z (N) < f(xX)

pero como x* es el minimo global de f (x) sobre 2, que es un conjunto convexo, ocurre

z'(\) €= f(z"(N) = f(x)

y los puntos de la forma z* (), con A € [0, 1], son todos minimos globales de f en 2. B

Lema 44 Sea f : Q) CR" — R, con Q un conjunto convexo no vacio y f (x) convexa [concaval. Sea
x* un minimo [mdzimo] local de f. Entonces, si X* es un minimo [mdximo] local estricto de f (x) o
si f (x) es estrictamente convexa [concava] sobre 2, entonces X* es el inico minimo [mdximo] global
de f(x) en Q.

Demostracién: Si x* es un minimo local entonces por el teorema 39 es un minimo global. Si
suponemos ahora que existe otro punto z* minimo de f (x), por el lema 43 el minimo también se
alcanza en todo el segmento que une ambos puntos x* y z* y esto contradice el hecho de que x* sea
estricto.

Supongamos ahora que x* es un minimo local de f (x) y que f (x) es estrictamente convexa. Como
f (x) es convexa, ya que es estrictamente convexa, x* es un minimo global. Si ahora suponemos que
existe otro minimo global z*, por la convexidad estricta de f obtenemos:

FGx" +55) < F(x) + 57(@) = f(x)

y por tanto x* no serfa minimo global M.
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5.6. Introduccién a la optimizacién no lineal

En este capitulo se estudian algunos aspectos relacionados con la que hemos dado en llamar
cuestion estdtica de los problemas de optimizacién. Se presentan y utilizan condiciones necesarias y
suficientes para encontrar de forma explicita la solucién o soluciones de un problema de optimizacién
de tipo general.

Recordemos la formulacién general, que se introdujo en el capitulo anterior, para un problema de
optimizacién no lineal

Optimizar f(x)
(PPNL) < Sujetoa  hi(x)=0 Vi=1,...,m (5.5)
gi(x) <0 Vj=1,...,p

donde f,h;,g; : A — R son funciones reales de varias variables reales definidas sobre los puntos
x = (21,...,x,) del conjunto A C R™. Por regla general el conjunto A serd abierto y en las mayoria
de las ocasiones f, h;, g; € C' (A), es decir, las funciones del problema serdn derivables sobre A con
derivadas parciales continuas.

Recordemos que resolver el problema de optimizacién PPNL es encontrar los 6ptimos (maximos
y/o minimos) de la funcién f(x) no sobre todo el conjunto A donde estd definida, sino sobre el
conjunto factible €2 de los puntos que cumplen todas las restricciones.

Como se comenté en el primer capitulo, si en el modelo general (5.5) ocurre m = p = 0, el
problema es de optimizacion sin restricciones y se expresa como

(PSR) { Optimizar Xf(exj)4 (5.6)

Un caso particular de este tipo de problemas aparece cuando n = 1, es decir, cuando sélo hay una
variable de decisién, es un problema de optimizacién univariante

Optimizar  f(x)
(P1D)
Sujetoa z€ICR

En otro caso (o bien m o bien p son distintos de 0) el problema se dice de optimizacion con
restricciones y a sus extremos, ya sean locales o globales, se les conoce como extremos condicionados,
para distinguirlos de los extremos de los problemas sin restricciones.

Finalmente si m # 0 y p = 0, es decir, solamente hay restricciones de igualdad, entonces el
problema es un problema de Lagrange

Optimizar f(x)
(PRI) { Sujetoa  hi(x)=0 Vi=1,....,m

En el problema general PPNL el comportamiento de las restricciones de igualdad y el de las de
desigualdad es ligeramente distinto.

(5.7)

Definicién 20 (Restricciones activas) Consideremos el problema de optimizacion PPNL y su
conjunto factible ). Sea X € €); entonces

gj (x) <0 es activa o saturada en X <= g; (X) =0

en caso contrario la restriccion es inactiva o no saturada en X.
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Nota 9 Las restricciones activas se comportan como restricciones de igualdad; éstas por su propia
naturaleza son activas en cualquier punto factible del problema.

Definicion 21 Consideremos el problema PPNL y su conjunto factible Q). Sea X € §2. Se define el
conjunto de actividad J (X) asociado a X como

JX) ={je{l,...,p}:9;(X) =0}
es decir, J (X) es el conjunto de los indices de las restricciones que son activas en X.

Si x* es una solucién éptima para el problema PPNL, entonces las restricciones no activas en
¢l son irrelevantes puesto que no se alcanza la limitacién impuesta por dicha restriccion. De otro
modo, si se conocieran con antelacion, serfa posible eliminar aquellas restricciones no saturadas de
la formulacién del problema, pero esto obviamente, no es posible en general.

Otra definicién importante en optimizacién es la de punto regular, aunque para ello es necesario
que las funciones del problema sean derivables. Damos a continuacién dicha definicién junto con la
definicién de espacio tangente en un punto.

Definicién 22 (Punto regular) Consideremos el problema NLPP con Q su conjunto factible. Di-
remos que X € ) es regular para las restricciones, si y solo si el conjunto de vectores definido por

{{Vhi (i)}izl,...,m AV (i)}jgj(i)}

constituye una familia de vectores linealmente independientes.

Notar que en la definicion sélo se tienen en cuenta las restricciones de igualdad y las de desigual-
dad activas.

En la definicion hay que distinguir dos casos particulares:

1. Caso sin restricciones (m = p = 0): En un problema sin restricciones todos los puntos son
requlares.

2. Caso con restricciones de desigualdad (m = 0, p # 0): El punto X también es reqular si
no hay ninguna restriccion activa en él, es decir, en problemas que sélo contienen restricciones
de desigualdad, el punto X también serd regular si J (X) = ().

Definicién 23 (Espacio tangente) Consideremos el problema PPNL con Q su conjunto factible.
Sea X € 2. Definimos el espacio tangente en X al conjunto definido por

M&E ={deR":V'h(x)d=0, i=1,....,m; V'g(X)d=0, jeJ(X)}

o de forma equivalente

- n o= Ohi , —~ Jg; _ : —
M(X):{dGR :Zaxk(x)dkzo, i=1,...,m; ﬁ(x)dk:O, ]GJ(X)}
k=1

donde J (X) es el conjunto de actividad asociado a X.

Nota 10 Como caso particular en problemas sin restricciones, el conjunto M (X) seria todo el es-
pacio vectorial R™.
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5.7. Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker

En esta seccién se presentan algunas de las condiciones necesarias y suficientes que deben cumplir
los candidatos a solucién 6ptima del problema de optimizacién PPNL. Estas condiciones son las
llamadas condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (CKKT).

Para una mayor claridad, se dan a continuacién las definiciones correspondientes a los problemas
de minimizacién y maximizacion de forma separada.

Definicién 24 Dado el problema

Optimizar f(xy,...,x,)
Sugeto a h; (z1,...,%,)
gj (z1,...,2p)

con f,hi,g; : A — R funciones de clase C* (A) y A C R™ un conjunto abierto. Diremos que X* =

*

(x3,...,2%) € A es un punto de Karush-Kuhn-Tucker para el problema 5.8 si y sélo si 3 A\1,..., A,

rn

fys- -5 1y € R, de forma que se cumplen las siguientes condiciones:

0 1=1,....,m (5.8)
0 j=1...,p

IA I

1. Condicién estacionaria:

m p
V@ an) Y NVh (a5, a) Y Ve (e, a)) =0

i=1 j=1

2. Condicion de factibilidad

&
=
=%
&
3 %
S—
IN
=
<
Il
\‘P—‘
=

3. Condicién de holgura
p;g; (x, ..., 2,) =0, j=1,....p

4. Condicién de signo: Una vez que se cumplen las condiciones anteriores el punto es de
Minimo (CKKTMin) < j; >0 j=1,...,p

o de
Mdzimo (CKKTMaz) < j; <0 j=1,...,p

En ambos casos los valores A1, ..., Ay, iy, - ., p1, son los llamados multiplicadores y existe uno
por cada restriccion del problema: el multiplicador \; estd asociado a la restriccién de igualdad
hi (z1,...,2,) = 0 para i = 1,...,m y el multiplicador p; estd relacionado con la restriccion de
desigualdad g; (z1,...2,) <O paraj=1,...,p.

Los valores (A1,...,Ay) son los multiplicadores de Lagrange y los valores (i, ..., u,) son los
multiplicadores de Karush-Kuhn-Tucker.
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De la condicién de holgura se deduce que si una restriccién de desigualdad es no activa en el
punto solucién, entonces el multiplicador de Karush-Kuhn-Tucker asociado debe tomar el valor 0.

Los puntos x* € AN €, siendo 2 el conjunto factible del problema, que cumplen la condicidon
estacionaria se dice que son puntos criticos o estacionarios. Esta condicién estacionaria suele expre-
sarse en términos de la llamada funcion Lagrangiana definida utilizando la funcién objetivo y las
restricciones como

L(xl,...,xn,)\l,...,)\m,ul,...,up):f(xl,...,xn)—kZ)\ih (x1, .. +Zu3g] T1yenesTp)
i=1
o en forma vectorial
L(xAp)=fx+Ahx)+p'gx) (5.9)
siendo
>\ - ()\1, )
® = (Ml? )
h(x) = (h1(xl,...,xn),...,hm(xl,...,a:n))
g(x) = (1 (@1, ), gp (21,0 20))

En forma vectorial la condicién estacionaria se puede expresar de forma mds compacta como
VL (x, A, ) =0
donde el subindice indica que estamos derivando respecto a las componentes de x.

Nota 11 Para diferenciar los puntos estacionarios de problemas sin restricciones de los correspondi-
entes a problemas con restricciones, a estos ultimos se les suele anadir el adjetivo de condicionados.

. Cémo encontrar los puntos de KKT?

Para la buisqueda préactica de puntos que cumplan las condiciones de CKKT o puntos de Karush-
Kuhn-Tucker, ya sean de minimo o m&aximo, primero hay que resolver el sistema de ecuaciones
compuesto por: la condicion estacionaria, la condicion de fatibilidad para las restricciones de igualdad
y la condicion de holgura

of . Oh; .
a[pk( ,l‘n)—’—zZ/\axk( 1y c v n—I—Z,uJa (ID aj’n)zo ]{7:17...,”
hi(xf,...;25) =0 i=1,...,m
p;g; (3, ..., 25) =0 j=1....p
Este sistema estd compuesto por (n 4+ m + p) ecuaciones y (n + m + p) incégnitas (las n coordenadas
de x* = (3,...,x}), los m multiplicadores de Lagrange \; y los p multiplicadores de Karush-Kuhn-
Tucker f1;).
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La forma usual de resolver el sistema es comenzar por la condicién de holgura complementaria,

ya que dichas ecuaciones nos proporcionan dos opciones

p; =0
1595 (7, ... 23) =0 &
gj(x3,...,2) =0

para p restricciones de desigualdad tendriamo 2P posibles casos.

Una vez resuelto el sistema, para ver cudl o cudles de las soluciones obtenidas son puntos de KKT

hay que, por una parte comprobar que son puntos factibles (notar que sélo quedaria por comprobar

si gj (z7,...,2}) < 0) y por otra que sus multiplicadores de Karush-Kuhn-Tucker asociados tienen
todos el mismo signo, bien todos > 0 para puntos de minimo o bien todos < 0 para puntos de
maximo.

Casos Particulares

Las anteriores condiciones de Karush-Kuhn-Tucker se aplican al problema general de optimizacién

(NLPP), sin embargo se obtienen expresiones més simplificadas de las mismas cuando se aplican a
problemas sin restricciones o cuando el el problema sélo tiene restricciones de igualdad.

1.

Problemas sin restricciones (m = p = 0): Si el problema no tiene restricciones de ningtn tipo
(ecuacién 5.6), los multiplicadores no son necesarios y tampoco las condiciones relacionadas
con ellos. La tinica condicién que queda es la estacionaria

of

Vf(xf,...,x:;):0<:>a—xk(:vf,...,ac;’;):0 E=1,...,n

que coincide para ambos objetivos de maximizar y minimizar.

Si ademds n = 1, es decir, el problema es optimizar una funcién real de variable real, la
condicidon estacionaria nos conduce a un resultado bien conocido del calculo diferencial

£ (&) =0

Problemas de Lagrange (p = 0): Si el problema sélo tiene restricciones de igualdad el problema
considerado es un problema clasico de Lagrange (ecuacién 5.7) y las condiciones de Karush-
Kuhn-Tucker se obtienen eliminando aquellas ecuaciones relacionadas con restricciones de de-
sigualdad, quedando por tanto la condicién estacionaria y la condicién de factibilidad

ﬁ(f{,...,x*)#—Z)\8hi($’{,...,x*):() E=1,...,n

8:1:k " —1 ZaZL'k "
1=

que es el resultado que proporciona el teorema clédsico de los multiplicadores de Lagrange. De
nuevo las condiciones de KK'T' para ambos objetivos de maximizar y minimizar coinciden.

A continuacién se presentan algunos ejemplos de bisqueda de puntos de Karush-Kuhn-Tucker.
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Ejemplo 10 Encuentra los puntos de Karush-Kuhn-Tucker para el problema

Optimizar T+y+z
sujeto a (y—1)°+22<1
2?4+ (y—1°+22<3

Solucién: Se utilizan los multiplicadores correspondientes para construir la funcién Lagrangiana,
expresando previamente las restricciones en la forma ¢ (z) <0

L(z,y,2) = (@+y+2)+m (y=1)"+2"=1) +pp (+" + (y — 1)* + 2 - 3)

y se plantean cada una de las condiciones de KKT

1. Condicion Estacionaria (VL = 0)

oL

— = 0&1+2u2=0

Ox

oL

W 0 1420 (y—1)+2u(y—1)=0
oL

% - 0 1+ 202+ 2012 =0

2. Condicion de factibilidad

(y—1)2+22—1)
(:):2+(y—1)2+z2—3)

IA N

3. Condicion de holgura

mo (z) = 0<:>:u1((y_1)2+z2_1):0
pago (¥) = 06 py (2% + (y—1)" + 22 =3) =0

4.  Condicion de signo

s fo 0 = Para minimo

>
Moy fy <

0 = Para maximo

[4]
[5]

El sistema que permite localizar los puntos de KKT estard formado por las tres ecuaciones que
proporciona la condicién estacionaria (ecuaciones [1], [2] y [3]) v las dos de la condicién de holgura
(ecuaciones [4] y [5]).

A partir de las ecuaciones de la condicién de holgura se obtienen cuatro casos

;

o =0 Caso I
py =0 =
>+ (y—17+22-3=0 Caso II

oy =0 Caso III
(y—172+22-1=0 =
>+ (y—17+22-3=0 Caso IV
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De la ecuacién [1] de la condicién estacionaria se deduce que puy # 0, ya que en caso contario se
llegarfa a una contradiccién; por ello los casos I y III no pueden darse y quedan por comprobar los
casos II y IV.

1. CasolIl (ul =0, 2%+ (y — 1)2 +22-3= O): Sustituyendo el valor de ;1; = 0 en las ecuaciones
del sistema se obtiene

142 = 0 6]
1+2p,(y—1) = 0 [7]

14 2u,z = 0 8]

P4+ y—-1)°+22-3 = 0 9]

Si restamos las ecuaciones [6] y [7] se obtiene
(14 2p9w) = (1 + 20, (y = 1)) =0 2uy (z —y +1) =0
y como i, # 0 , se llega a la conclusién de que
r—y+1=0=ax=y—1
Restando las ecuaciones [6] y [8] obtenemos
(14 2u52) — (14 2092) =0 < 2uy (x — 2) =0

y como fi, # 0, se obtiene
(x—2)=0=>x=2

Con las relaciones que se han obtenido entre las variables z, y y z, utilizamos la ecuacién [9]
2 2, 2 _ 2 _ _
4+ y—1)"4+2-3=0=3"-3=0c2==+1

y para las otras dos variables

z = xv==1
y=2
y = z+1=
y=0
Como = # 0, despejamos i, de la ecuacién [6]
11
Mo = 2x—:F2
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Finalmente y para este caso se han obtenido 2 puntos, que son junto con sus respectivos
multiplicadores

1
P1:(17271) H= (07_5)

1
Py=(-1,0,-1) pu= (0, 5)

2. Caso IV ((y — 1)’ +22-1=0,22+(y—1)°+2>-3= 0): En este tltimo caso, el sistema
que hay que resolver es

1422 = 0 [10]

L+2p (y—1)+2u,(y—1) = 0 [11]
1+2u2+2p2 = 0 [12]
(y—1°+22-1 = 0 [13]

P4+ y—1)°+22-3 = 0 [14]

Restando las ecuaciones [13] y [14] se obtiene el valor de «
((y—1)2+z2—1)— (x2+(y—1)2+22—3) —0=22-2=001’=2c2=4V2
Se sustituye ese valor en la ecuacién [10] para calcular y,

1 1 1

2T T T T2 (mR) e

Si ahora se restan las ecuaciones [11] y [12] se obtiene

(1420 (y = 1) + 205 (y — 1)) = (1 + 212 + 2p152) = 0
y entonces podemos agrupar y sacar factor comin
2 (Y —1=2)+2u(y—1-2)=0=2(u +p) (y—1-2)=0
Esta ecuacion nos proporciona dos opciones. La primera de ellas es
py + iy =0
pero utilizando la ecuacién [12]
14224202 =0 1422 (g +15) =0 1=0
que obviamente es imposible. Y la otra opcién es

y—1—-z2=0y—-1==2
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y utilizando la ecuacién [13] se obtiene el valor de z

1
(y_1)2+22:1$222:1¢>z:j:_

V2
y por tanto el de y

1
y=1+z2=1£—

V2

Queda por determinar el valor del multiplicador f; y para ello utilizamos la ecuacién [12]

1

1+2M1Z+2M2Z:0:>/~L1:_N2_Z

Si se consideran los distintos valores que se han encontrado para p, (2 valores) y para z (otros
2 valores) tendremos 4 casos posibles

1 1 1
SR TR T
1 1 3
N N R eV
1 1 3
S 5A TVl TA
1 1 1
S 5A TR A

Se han obtenido cuatro puntos

Para determinar cuales de estos puntos son de tipo KKT, hay que comprobar su factiblidad
y el signo de sus multiplicadores. Se expone a continuacién una tabla resumen con los resultados
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obtenidos
P=(z,y,2) wo=(pq, o) Factibilidad | Positividad/Negatividad | CKKT
1
P =(1,2,1) . (o, —§> NO - _
1
P2: (0,—1,—1) on = (0,5) NO - -
Py = <\/§ 1+ i L) = (—L —L> SI Negatividad Méximo
3 ) 27 5 2 2\/57 2\/5 g

P, = (\/ﬁjl_i _L> = <i’_i> SI NO -

1 1 1 1
PG = <—\/§, 1-— ﬁ’ —E) on = (2—\/5, 2—\/5) SI Positividad Minimo

Los puntos P; y P, no son factibles ya que no cumplen la primera restricciéon del problema

Po= (12)=gP)=@y-1)"+=2-1)°"+(1)*=2¢1

Po= (0,-1,-1)=g(P)=@u—-1)°"+2=(0-1"+(-1)’=2%£1

y por tanto no son puntos vilidos para el problema.

Los puntos P, y Ps si son factibles, sin embargo no tiene multiplicadores de signo constante y por
tanto tampoco son puntos de KKT.

Los puntos P3 y FPs son los tinicos que cumplen con todas las condiciones para ser puntos de KKT;
en el caso de P5 serfa un punto de méximo ya que p < 0, mientras que Py serfa un punto de minimo
puesto que p > 0.

Ejemplo 11 FEncuentra los puntos de Karush-Kuhn-Tucker del siguiente problema

Optimizar 2+ y?
Sujetoa  2x+4+y—2=0

Solucién: En este caso m =1y p = 0, es decir hay solamente una restricciéon de igualdad y el
problema es de Lagrange. La funcién Lagrangiana del problema es

L(x,y,\) = (I2+y2)+)\(2x+y—2)
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y las condiciones que debe cumplir un punto para ser de Karush-Kuhn-Tucker serdn la condicién
estacionaria y la condicién de factibilidad

oL
— =0 = 2x+2\ =0
Oz

(Condici6n estacionaria) = VyxL =0 =
oL
20 = 2t A =0
dy

(Condicién de factibilidad) = h(z,y)=0 = 22r+4+y—2=0

El sistema es lineal y tiene como solucién tnica, y por tanto tinico punto de KKT

4 4
T == -
b} b}

2
= — )\ = —
Y 5 1

Como el multiplicador estd asociado a una restriccién de igualdad y su signo no influye en el cardcter
del punto, el punto P es un punto de KKT que puede ser de maximo o de minimo.

5.8. Condiciones necesarias

Las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker son necesarias para la mayorfa de los problemas de
optimizacion no lineal, es decir, si x* es un 6ptimo local del problema no lineal (PPNL), entonces
serd un punto de Karush-Kuhn-Tucker. No obstante para que un 6ptimo local deba cumplir éstas
u otras condiciones, las restricciones en dicho punto tienen que cumplir determinadas propiedades
denominadas Hipdtesis de Cualificacion de las Restricciones (H.C.R.). El estudio de estas hip6tesis
no cae dentro del &mbito de esta guia y solamente se indican algunas de ellas.

Definicién 25 (H.C.R. Sin Restricciones) En un problema de optimizacion no lineal sin restric-
ciones (m = p = 0), todos los puntos cumplen la primera hipdtesis de cualificacion de las restric-
ctones.

Definicién 26 (H.C.R. de Karlin o de Linealidad) En un problema de optimizacion no lineal
donde solamente hay restricciones de tipo lineal, todos los puntos factibles cumplen la hipdtesis de
cualificacion de las restricciones de Karlin.

Definicién 27 (H.C.R. de Slater o de Convexidad) En un problema de optimizacion no lineal
en el que el conjunto factible, €}, es un conjunto convexro con interior no vacio, todos los puntos
factibles cumplen la hipdtesis de cualificacion de las restricciones de Slater.

Definicién 28 (H.C.R. de Fiacco-McKormik o de Regularidad) FEn un problema de optimizacion
no lineal, todos los puntos factibles que sean requlares cumplen la hipdtesis de cualificacion de las
restricciones de Fiacco-McKormik.
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Condiciones necesarias de primer orden

Estamos en condiciones de establecer las llamadas condiciones necesarias de primer orden que
deben cumplir los extremos locales de un problema de optimizacién.

Teorema 45 (Condiciones necesarias de primer orden) Dado el problema general de la opti-
mizacion no lineal (PPNL)

Optimizar  f (x)

Sujeto a  h; =1,....m (5.10)
; 1

donde f,h;,g; + A — R son funciones de clase C*(A) en el conjunto abierto A C R". Sea Q su
conjunto factible y x* € € un punto donde las restricciones del problema cumplen alguna hipdtesis
de cualificacion (H.C.R.) y en el que la funcion f(x) alcanza un minimo o mdzimo relativo — x*
cumple las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker de Minimo o Mdximo respectivamente.

Ejemplos

Emplearemos el teorema de las condiciones necesarias de primer orden para resolver en esta
seccion algunos problemas de optimizacién con restricciones.

Ejemplo 12 Aplica las condiciones necesarias de primer orden y resuelve el problema 10

Optimizar f(x,y,z) =x+y+ 2
sujeto a (y—1°+22<1
2?4 (y—17+22<3

Solucién: Un anilisis inicial permitird deducir que el problema tiene solucién para ambos obje-
tivos de minimizar y maximizar. La funcién objetivo es continua y el conjunto factible €2 es compacto
(€2 es cerrado porque contiene a la frontera que esta expresada mediante igualdades y acotado porque
es un subconjunto de una esfera de centro (0,1,0) y radio v/3), por tanto por el teorema Weierstrass
existirdn tanto el minimo como el méximo de la funcién sobre el conjunto. Podemos ver a contin-
uacion la representacién gréfica de las dos restricciones, y en la figura siguiente el conjunto factible,
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Figura 5.4:

que es la interesecciéon de ambas.

Recordemos que para este problema, los tinicos puntos que cumplian las condiciones de CKKT

eran . <\/§1+%%> = <_2_\1/§_%>
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para maximo y

1 1 1 1
po=(-va1-L L (L
’ ( V2 \/§> 8 (m m)
para minimo.

Deduzcamos que el problema tiene un minimo global en P, el razonamiento es el siguiente: “Como
la funcion f(z,y, z) tiene minimo global, entonces también es local, si ademds se cumple alguna de
las hipdtesis de cualificacion de las restricciones en ese punto, entonces este minimo local debe ser un
punto de Karush-Kuhn-Tucker de minimo y por tanto debe ser el punto FPs”. El razonamiento para
méximo y el punto Pj serfa andlogo.

Sélo resta por probar que se cumple alguna de las hipétesis de cualificacion; en particular, es
facil comprobar que se cumple la hipétesis de cualificacion de Slater ya que el conjunto factible € es
convexo con interior no vacio.

Para comprobar la convexidad de €2 tenemos en cuenta que

Q:{(m,y,z)ER:(y—1)2+22§1; x2+(y—1)2+z2§3}:§21ﬂ92
con

0 = {(z,y,2) eR:(y—1>+22< 1}

0y, = {(:c,y,z)ER:x2+(y—1)2+z2§3}
siendo los conjuntos €2; y €2y convexos, puesto que son conjuntos de la forma

con ¢ (x,y, z) una funcién convexa (jpor qué?). El conjunto (2 es convexo por ser interseccién de dos
conjuntos convexos. Queda por comprobar que el interior de €2 es no vacio, pero eso es ficil ya que
al menos el punto (0,1,0) estd en su interior

90(0,1,0) = 1-12+0*=0<1

92(0,1,0) = 0>+ (1-1°+0*2=0<3

Los valores ¢ptimos minimo y méximo de f(x,y,z) sobre {2 se obtienen al evaluar la funcién
objetivo en cada uno de ellos

Valor Optimo Maximo = f (Ps) = (\/5) + <1 + %) + (%) =1+2V2

Valor Optimo Minimo = f (Fy) = (—v?2) + (1 - %) + <—%> —1-2/2

Ejemplo 13 Aplica las condiciones necesarias de primer orden al problema

Minimizar zy+ yz + zx
Swetoa xr4+y+z=3
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Solucién: Como solamente tiene una restriccién de igualdad se trata de un problema de La-
grange; dicha restriccién es lineal, luego se cumple la hipétesis de cualificacién de Karlin en todos
los puntos del conjunto factible. De este modo, si el problema tuviera solucion, es decir, si existiera
el minimo global de la funcién sobre el conjunto factible, serfa minimo local, como debe ser factible,
la consecuencia es que debe ser un punto que cumpla las condiciones Karush-Kuhn-Tucker de Mini-
mo. Al ser un problema de Lagrange estas condiciones se reducen a la condicién estacionaria y a la
condicién de factibilidad.

La funcién Lagrangiana para este problema es

L(z,y,z,\)=(xy+yz+zz)+ Az +y+2z—3)

y las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker proporcionan el siguiente sistema

oL
(g = y+z+A=0
Ox
. : oL
(Condici6n estacionaria) = VxL =0 = Ty =0 = z4+2+A=0
oL

(Condicién de factibilidad) = h(z,y,2) =0 = zxz+y+2z—-3=0

que es lineal y con solucién tnica

El punto obtenido P = (1,1, 1) junto con el multiplicador asociado A = —2 es el uinico que cumple las
condiciones de KKT. Notar que aunque \; = —2 < 0 y el objetivo sea de minimizar, el punto cumple
las condiciones de KKT puesto que A es un multiplicador asociado a una restriccién de igualdad y
no esta condicionado por su signo. No es posible determinar la naturaleza del punto, puesto que se
cumplen las condiciones de KKT tanto para minimo, como para maximo.

Ejemplo 14 Plantea y resuelve el problema de construir una caja de carton rectangular de volumen
mdximo y drea fija A.

Solucién: El planteamiento para este problema viene dado por

Maximizar xyz

. A
Sujeto a  zy+yz+ 2w = 3
donde x,y, z son las dimensiones de la caja y A > 0 su drea. Se han omitido las restricciones de
positividad sobre las variables ya que por la naturaleza del problema, los valores de estas variables
deben > 0, es decir, serdn inactivas en cualquier punto, en particular en el punto solucién y por tanto
los multiplicadores asociados a estas restricciones seria 0.

129



FUNDAMENTOS DE OPTIMIZACION: OPTIMIZACION NO LINEAL

Comprobaremos que se cumple la hipdtesis de regularidad en todos los puntos factibles, para ello
calculamos el gradiente de la restriccién

y+z
Vh(z,y,2)=| ©+2z2
T4y

y estudiamos su dependencia lineal en cada punto del conjunto factible. Como sélo hay un vector,
éste serd linealmente dependiente cuando sea el vector nulo, es decir

y+2=0
r+2=0
r+y=0

sistema que tiene por unica solucién el vector nulo
xr = y = 2 = 0
sin embargo este punto es infactible
A

de donde se deduce que todos los puntos de €2 (conjunto factible) son regulares. Al cumplirse una de
las hipétesis de cualificacién de las restricciones, cualquier extremo local del problema que existiera
deberia cumplir las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker. La funcién Lagrangiana para este problema
es

A
AP SSY SR)

aplicando las condiciones de KK'T' se obtiene el sistema

( 0L
g—I:O = yz+A(y+2)=0
Lo oL
(Condicién estacionaria) = VxL =0 = Ty =0 = 2z4+A(r+2)=0
oL
\ E:o = zy+A(z+y)=0

A
(Condicién de factibilidad) = h(z,y,2) =0 = ay+yz+ 20— 3= 0

El sistema anterior tiene como tnica solucién, teniendo en cuenta que x,1y,z > 0 a

x = —z—\/g A= — é
IR ~ TV

y al ser un problema que sélo tiene restricciones de igualdad, de momento con estos datos no es
posible determinar si el punto es de minimo o de méaximo.
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Contraejemplos

El teorema de las condiciones necesarias de primer orden proporciona los requisitos que deben
cumplir los extremos de un problema de optimizacién con restricciones bajo ciertas hipdtesis de
cualificacién, sin embargo, es posible encontrar problemas en los que la solucién 6ptima no cumple
estas condiciones, y también es posible encontrar puntos que cumplen las condiciones de Karush-
Kuhn-Tucker pero que no son extremos de la funcién. Veamos algunos de estos ejemplos “patoldgicos”.

Ejemplo 15 Consideremos el problema

Mazimizar —a? + 1y
Sujeto a Y3 =0

Su conjunto factible es
Q= {(z,y) eR*: (2,0)}
El siguiente es un problema equivalente

Mazximizar —z?

Sujetoa xR

y podemos obtener facilmente que x* = 0 es su solucion optimaen, y por equivalencia entre los dos
problemas, serd también la solucion optima del problema inicial.

Vamos a comprobar si P = (0,0) es un punto de Karush-Kuhn-Tucker. Si esto fuera cierto,
deberia existir un multiplicador \ asociado a la restriccion y®> = 0, de forma que se cumplan las
ecuaciones del sistema

8_L
ox
8_L
dy

(P)=0 = —2r=0
(Condicion estacionaria) = VxL =0 =
(P)=0 = 1+A3y2=0

(Condicion de factibilidad) = h(z,y,2)=0 = y*=0

Sin embargo, este sistema no tiene solucion, ya que de la ultima ecuacion necesariamente y =0 y al
sustituir en la sequnda obtenemos una contradiccion.

El punto P = (0,0) es un mdximo local (de hecho es global puesto que la funcidn objetivo siempre
es < 0 y sdlo se anula en x = 0) para el problema de optimizacion planteado, sin embargo no cumple
las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker. ;Contradice este ejemplo el teorema de las condiciones de
primer orden? La respuesta es no, ya que P no cumple ninguna de las hipdtesis de cualificacion de
las restricciones necesarias en dicho teorema.

1. Hipdtesis sin restricciones: Estd claro que esta hipdtesis no se cumple por la presencia de la
restriccion: y> = 0.

2. Hipétesis de Karlin: Fsta condicion tampoco se cumple, puesto que la tunica restriccion del
problema, h (z,y) = y3, es claramente no lineal.
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3. Hipdtesis de Slater: El conjunto factible es
Q= {(z,y) eR?: (2,0)}

que es el eje OX, que en R? es un conjunto convexo, pero su interior es vacio, puesto que
cualquier bola de centro un punto de §2 tiene puntos fuera de 2 y tampoco se cumple esta
hipotesis.

4. Hipétesis de Fiacco-McKormik: En este caso tenemos que comprobar si el punto es o no reqular
para las restricciones del problema, es decir, habrd que comprobar si el conjunto de vectores for-
mado por los gradientes de las restricciones activas en P estd formado por vectores linealmente
independientes. Como solamente tenemos una restriccion activa en P (por ser de igualdad), la
familia de vectores estard formada por un tunico vector

{Vh(@,y)} ={(0,3")}
y al evaluar en P = (0,0) obtenemos
{Vh(P)} ={(0,0)}

que por ser el vector nulo, es linealmente dependiente; y como consecuencia el punto P = (0,0)
es mo reqular para las restricciones.

Si en el planteamiento del problema cambiamos la restriccién y3 = 0 por la restriccién equivalente
y=0

la solucion del problema es la misma, pero en este caso si se cumple la hipétesis de Karlin, ya
que todas las restricciones son lineales. Ahora tendriamos que ser capaces de encontrar el valor del
multiplicador A y comprobar que el punto P = (0,0) cumple las condiciones de KKT. El sistema con
este cambio es

—2r = 0
14X =0
y = 0
que tiene por solucién
P = (0,0)
A= —1

y hemos encontrado el punto buscado y también su multiplicador correspondiente.
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Ejemplo 16 Sea el problema de optimizacion

Mazximizar f(z,y,2) =y
Sujeto a  hy (z,,2) = (x—1)> +42—1=0
hy (2,y,2) = (x+ 1) +4* = 1=0

El conjunto factible para este problema es
Q={(z,y,2) €eR*:(0,0,2)}
y la solucion éptima del problema es cualquier punto de ), puesto que f (x,y,z) es constante sobre

él.
La condicion estacionaria para este problema nos proporciona las siguientes ecuaciones

oL
(0 = an(@—1)+ 20 (+1) =0
ox
. . . OL
(Condicion estacionaria) = VL =0 = 50 = 0 = 14+2My+2Xy=0
Y
oL
P20 = 0=0
\ Oz

siendo L (x,y, 2, A1, \a) = f + Ahy + Aehg la funcion lagrangiana del problema.

Ninguno de los puntos de €2, (0,0,z2), es solucion del sistema anterior, puesto que al sustituir
cualquiera de ellos en la sequnda ecuacion nos llevaria a una contradiccion: jNinguno de los extremos
locales del problema cumple las condiciones de KKT!

Podemos comprobar, como en el caso anterior, que ninguno de ellos cumple ninguna de las hipote-
sis de cualificacion. Es un problema con restricciones, ambas no lineales y donde el conjunto factible
Q tiene interior vacio por ser una recta. Para comprobar si se cumple la hipdtesis de reqularidad
observamos que el conjunto de vectores que son gradiente de las restricciones activas (en este caso
son todas puesto que es un problema con sdlo igualdades) estd dado por

2(z —1) 2(x+1)
{Vhl (l’, Y, Z) 7Vh2 (xaya Z)} = 2y ) 2y
0 0

y al evaluarlo en los puntos dptimos (0,0, z) obtenemos

2 2
o |.,[o
0 0

que es una familia de vectores linealmente dependientes y por tanto ningin punto de la forma (0,0, 2)
es reqular.

También podria suceder que un punto donde las restricciones no cumplan ninguna de las hipotesis
de cualificacion, sea extremo local del problema y cumpla las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker.
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Consideremos, por ejemplo, las restricciones del ejemplo anterior, pero cambiando la funcién objetivo

por f(z,y,z2) = z.
En este las condicién estacionaria para el problema es

¢ OL
.. . . OL
(Condicién estacionaria) = VL =0 = (9_y =0 = 2My+20y =0
OL
— =0 0=0
\ Oz =

y teniendo en cuenta que el conjunto factible estd formado por los puntos (0,0, 2), el sistema queda
como

1—=2 42\ = 0

que tiene por solucién
1

AL — Ay = 5
Tomando ahora cualquier solucién de esta ecuacion, por ejemplo A = (A1, A2) = (1,1/2), vemos que
todos los puntos extremos cumplen las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker, sin embargo, como se ha
comprobado, en ninguno de ellos las restricciones cumplen ninguna de las hipétesis de cualificacion.

Todos estos ejemplos son atipicos y en general sucederd que los extremos locales del problema
tendran que cumplir las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker, pero ilustran la necesidad de comprobar
adecuadamente los resultados obtenidos.

Por 1ltimo hay que indicar que estas condiciones son necesarias, en el sentido de que bajo las
hipétesis del teorema, los extremos de un problema de optimizacién deben ser puntos de Karush-
Kuhn-Tucker. Sin embargo, las condiciones no son suficientes, ya que podemos encontrar puntos que
ain cumpliendo las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker, no son extremos, por ejemplo la funcién
f () = z® tiene como tinico punto estacionario z = 0, que no es extremo puesto que la funcién es
siempre creciente.

Definicion 29 Los puntos factibles que cumplen la condicion estacionaria pero que no son extremos
de la funcion se denominan puntos de silla (que son condicionados si hay presencia de restricciones
en el problema). Para funciones reales de una variable a estos puntos se les conoce mejor por puntos
de inflexion.

Condiciones necesarias de segundo orden

Si las funciones del problema son suficientemente derivables, entonces, podemos utilizar informa-
cién relativa a las segundas derivadas.
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Teorema 46 (Condiciones necesarias de 2° orden) Dado el problema general de optimizacion
no lineal (PPNL)
Optimizar  f(x)
Sujeto a  h;(x)=0 i=1,...,m
gi (x)<0 j=1,...,p

donde f,hi,g; + A — R son funciones de clase C*(A) en el conjunto abierto A C R™. Sea Q su
conjunto factible y x* € ) un punto donde las restricciones del problema cumplen alguna hipdte-
sis de cualificacion de las restricciones (H.C.R.) y en el que la funcién f(x) alcanza un minimo
[respectivamente mdximo] relativo condicionado —> x* es un punto que cumple las condiciones de
Karush-Kuhn-Tucker de Minimo [respectivamente Mdximo] es decir 3 Ai,..., A, fiq, - - 1, € R de
forma que se cumplen las siguientes condiciones:

1. Condicién estacionaria

+Z/\Vh +Zu]vgj =0

2. Condicién de factibilidad

S
B
b
IA
S
<
I
\‘)—‘
S

3. Condicién de holgura

4. Condicién de signo
p; = 0 para minimo [uj < 0 para md:m‘mo} Jg=1...)p
y ademdas se cumple la siguiente condicion:

5. Condicién del Hessiano: La matriz HL (x*, X\, u) definida como
HL(X*, A\, p) = Z N Hhi(x*) + Z 1, Haj(x (5.11)

es semidefinida positiva [semidefinida negativa respectivamente/ sobre el espacio tangente M (x*)
en xX*.

Cuando en el problema no hay restricciones o solamente hay restricciones de igualdad, las condi-
ciones KKT tienen formas particulares que indicamos a continuacién.

1. Caso sin restricciones y una variable (m = p = 0, n = 1): En el caso de problemas con una sola
variable, el Hessiano de la funcién f (x) es su segunda derivada y la condicién 5.11 se convierte
en

f// (LE*) >0
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2. Sin restricciones y varias variables (m = p = 0): En este caso el espacio tangente es M (x*) =
R", HL = Hf y la condicién necesaria que debe cumplirse es

x* es minimo local = H f(x") es semidefinida positiva

x* es méximo local = H f(x") es semidefinida negativa

3. Problemas de Lagrange (p = 0): Para problemas que tengan solamente restricciones de igualdad
la condiciéon del Hessiano no cambia, salvo que en este caso no hay términos asociados a
restricciones de desigualdad.

Ejemplo 17 Aplica las condiciones necesarias de sequndo orden al problema 10

Optimizar [ (x,y,z) =x+y+ =z
sujeto a (y—17+22<1
2?4 (y—17+22<3

Solucién: Vamos a comprobar que las soluciones que se encontraron para este problema, cumplen
las condiciones de segundo orden.

(Miximo) P3=<\/_1+\/— \f> “:(_%’_%>

(Ml’nimo)Pﬁz( V21— \/_ f) “:(2_\1/52_\1/5)

Para aplicar las condiciones de segundo orden tendremos que construir la matriz HL (P;) en cada
punto y evaluarlar sobre el espacio tangente correspondiente M (Fy).
Comenzamos por definir la matriz H L

219 0 0
HL(x) = Hf (x) + p Hgy (X) + ppyHgs (x) = 0 2(uy + po) 0
0 0 2 (1 + po)

Para el punto P; tendremos

que es una matriz semidefinida negativa sobre todo R? puesto que es diagonal negativa. Como el es-
pacio tangente M (P3) es un subespacio vectorial de R?, la matriz H L (P3) también serd semidefinida
negativa sobre él y por tanto P3; cumple las condiciones necesarias de segundo orden para méximo,
como era de esperar.

Para el punto Py tendremos

L
7

)

0 0
0 V2 0
0 0 V2
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que es una matriz semidefinida positiva sobre todo R3, puesto que es diagonal positiva. Como de
nuevo, el espacio tangente M (FPs) es un subespacio vectorial de R?, la matriz H L (Ps) también serd
semidefinida positiva sobre él y por tanto Ps cumple las condiciones necesarias de segundo orden
para minimo.

Ejemplo 18 Aplica las condiciones de sequndo orden al problema 14 de la caja.
Solucién: Recordemos que el problema de optimizacién podia plantearse como

Maximizar TYZ

: A
Sujeto a  zy+yz+ zx = 3

y que habifamos encontrado como tnico punto de KKT el siguiente

(fff) s

Construiremos a continuacién tanto la matriz H L (P) como el espacio tangente M (P)
0 z vy 011 0 Z4+AN Y+ A
HL=Hf+MXHh=| 2 0 =z |+X| 1 01 | =1 24X 0 x4+
y x 0 110 y+XA z+XA 0
evaluando en P y teniendo en cuenta que x =y = z = —2\
1 /A
x+)\:y+)\:z+)\:—>\:§ @

y la matriz hessiana en P es

0
Ho Py =1 /2 4
1

_ o =

1
1
0
Para determinar el espacio tangente M (P) necesitamos calcular Vh (P)

A
Vh(z,y,2) =(y+z,z+z,x+y) = Vh(P) = 2“6(1’1’1)
y entonces

M(P) = {deR’:Vh(P)d=0}

d
[ A ! :
= (dl,dg,dg) GR?’I 2 6(1,1,1) dQ =03 = {(dl,dg,d3) ER3 : d1+d2+d320

y el espacio tangente estard descrito por

M (P) = {(dy,dy,d3) €R®:  (di,dy, — (di + o))}
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Si construimos la forma cuadrética asociada a HL (P) sobre M (P) tendremos

011 dy
YPHL(P) (d)}M(p) = (d1>d2a_(d1+d2)> 101 do =
110 — (dy + dy)
—d;
= (dy,da, = (dy + d3)) —dy
(dy + d3)

= & — &% (dy +dy)?

= (B4 E A (d + d)?)

que claramente toma siempre valores negativos, lo que implica que H L (P) es semidefinida negativa
sobre M (P) y el punto P cumple las condiciones necesarias de segundo orden para ser un maximo
del problema.

Con las condiciones necesarias obtenemos condiciones que permiten eliminar aquellos puntos que
no son candidatos a extremo de la funcién, sin embargo, necesitamos unas condiciones que permitan
asegurar que los puntos encontrados son realmente las soluciones buscadas.

5.9. Condiciones suficientes

En el apartado anterior se han proporcionado condiciones necesarias de primer y segundo orden
que permitian descartar como soluciones a aquellos puntos que no las cumplieran, sin embargo,
en ocasiones, en algunos problemas, es posible encontrar puntos que cumplan tanto las primeras
condiciones como las segundas, sin ser la solucién al problema.

Ejemplo 19 Comprueba que el punto P = (0,0) cumple las condiciones necesarias de primer y
sequndo orden para el problema

Minimizar (z — y?) (x — 3y?)
s.a. (z,y) € R?
pero que no es su solucion.

Solucién: Al tratarse de un problema sin restricciones se cumple una de las hipétesis de cual-
ificacién, por tanto cualquier minimo debe cumplir las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker que en
este caso se reducen a la condicién estacionaria

21 — 412 0
Vi(z,y) =0« =
12y — 8wy 0

Este sistema tiene como tunica solucién el punto P = (0,0), es decir, P cumple las condiciones
necesarias de primer orden.
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Las condiciones de segundo orden para problemas sin restricciones se reducen a comprobar el
Hessiano de la funcién f (z,y) en el punto en cuestion. Si calculamos la matriz Hessiana de f (z,y)

2 —8y
Hf (x,y) =
—8y  36y? — 8x
y lo evaluamos en P = (0,0)
2 0
Hf(0,0)=
0 0

La matriz H f (P) es semidefinida positiva, puesto que sus valores propios son A\; = 2 > 0y
Ay = 0 > 0; esto implica que el punto P también cumple las condiciones necesarias de segundo
orden, concretamente las condiciones de minimo. Sin embargo vamos a comprobar que el punto P
no es un minimo. Por una parte el valor de la funcién en P es nulo

£(0,0)=0
y por otra parte si evaluamos la funcién sobre los puntos de la curva

x = 3y>

obtenemos
fy) =FBvy) =By —v*) By’ —4y®) = —2¢* <0

es decir sobre los puntos de esa curva sucede

S, y) <0=f£(0,0)

y P no podria ser el minimo, puesto que hay valores cerca de él (tomando y — 0) donde el valor de
la funcién es menor.

Este tipo de problema provoca el estudio de condiciones cuyo cumplimiento garantice el hallazgo
de la solucién. Este tipo de condiciones son las llamadas suficientes.

Con el fin de dar estas condiciones de suficiencia es necesario exigir que la matriz Hessiana corre-
spondiente sea por una parte definida (positiva o negativa para minimo o maximo, respectivamente)
y por otra que lo sea en un espacio mayor que el espacio tangente.

Definicién 30 Dado el problema general con restricciones

Optimizar  f(x)
Sujeto a  h; (x)
95 (%)

m

0 1=1,...,
0 g=1,...,p

IA I

donde f,hi,g; :+ A — R, son funciones de clase C'(A) en A C R" abierto. Sea Q su conjunto
factible y x* € Q un punto de Karush-Kuhn-Tucker para el problema. Diremos que una restriccion
de desigualdad g; (x) es degenerada en xX* <= g; (x*) =0 y pu; = 0.
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Definicién 31 Definimos el conjunto de indices de restricciones no degeneradas en un punto x* de
KK'T como

= {J el .pH g () = 0y p; # 0}

Notar que si en el problema no hay restricciones o son todas de igualdad entonces J (x*) = 0.
Definicién 32 Definimos el espacio tangente ampliado como
M@w:{d@W|:ﬁm@wd:Q i=1,...,m; V' (x)d=0, jei@ﬂ}

Notar que en el caso de un problema sin restricciones el espacio tangente y el espacio tangente
ampliado coinciden:

y para un problema de Lagrange

Teorema 47 (Condiciones suficientes) Dado el problema general de optimizacion

Optimizar  f(x)
Sujeto a h; (x)

(
g; (x)

donde f,hi,g; : A — R son funciones de clase C*(A) en A C R"™ un conjunto abierto. Sea Q su
conjunto factible y x* € € un punto donde las restricciones del problema cumplen alguna de las
hipdtesis de cualificacion. Si x* es un punto de Karush-Kuhn-Tucker de Minimo [Mdazximo], es decir
I A, Ay gy -5 1y, € R de forma que se cumplen las siguientes condiciones:

1,.
=1,.

I/\ ||

1. Condicién estacionaria
+§:AVh +§:%v% ) =0

2. Condicion de factibilidad

3. Condicién de holgura

4. Condicién de signo

p; = 0 para Minimo [uj < 0 para M(:’mmo] j=1...,p
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5. Condicién del Hessiano: La matriz HL (x*) definida como
m p
HL(x") = Hf(x*) + Y NHhi(x*) + Y p;Hg;(x")
i=1 j=1

es definida positiva [definida negativa respectivamente/ sobre el espacio tangente ampliado M (x*) =
Entonces en x* hay un minimo [mazximo] relativo condicionado estricto de f sobre ).
Si la matriz HL (x*) es indefinida sobre M (x*) entonces en x* hay un punto de silla condicionado.

Casos Particulares:

Teorema 48 1. Sin restricciones y una variable (m = p = 0, n = 1): En el caso de problemas
con una sola variable, la condicion del Hessiano se convierte en

" (z*) > 0.

2. Sin restricciones y varias variables (m = p = 0): En este caso M (x*) = R" y la condicion del
Hessiano es

Si la matriz H f(x*) es definida positiva [negatival = x* es un minimo [mdximo] local estricto

Ejemplo 20 Resuelve el problema

Minimizar zy + yz + zx
Swetoa xr4+y+z=3

Solucién: Se comprobé anteriormente que el tinico punto critico obtenido era:
T = ’y = 2 = 1 Al = —2

Si ahora tratamos de emplear las condiciones suficientes descritas en la proposicién anterior, ten-
dremos:

011
Hf((l?,y,Z)Z 101
110

que no es ni definida positiva, ni definida negativa si consideramos todos los vectores de R3, sin
embargo si restringimos la matriz a los puntos del espacio tangente ampliado M (x*), que por ser
un problema de Lagrange que continene solamente restricciones de igualdad, coincide con el espacio
tangente M (x*)

M (x*) = {d E]R3} vh" (x*)-d :()} — {d €R3| (1,1, 1)’(17171) .d :0} —

dy
= dER3|(1,1,1) do =0, = {d ER3}d1+d2+d3:0}
ds
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la forma cuadrdtica asociada serd

011 d 011 dy
Plisen () = (didads) | 10 1| | dp | =(dido,—cy—dp) | 1 0 1 d _
110 d3 110 —dy — d,
—d,
= (di,dyy—dy —dy) | —dp | =—di —d5—(d +dy)" = = (d} + 5 + (d + dy)*) >0
dy + dy

y solamente serd 0, cuando
di =dy=(d1 +dy) =0

y por tanto
d =(0,0,0)

Por tanto la forma cuadrdtica ¢|, - (d) asociada a la matriz Hf (2*) es definida negativa sobre el
espacio tangente M (x*) y por la proposicién anterior el punto x* serd un méximo local estricto.

En el caso de los problemas convexos las condiciones necesarias de primer orden son también
suficientes.

Teorema 49 (Problemas Convexos) Dado el problema

Optimizar f(x)
Sujeto a  h;i(x)

con f,hi,g; + A — R, funciones de clase C*'(A), con A C R"™ un congunto abierto y 2 su conjunto
factible. Si Q es convero y f(X) es convexa [concava respectivamente] sobre €, entonces, si existe
x* € Q y multiplicadores A1, ..., A, i1, .-, i, € R tales que se cumplen las condiciones necesarias
de primer orden para minimo [maximo] local, entonces x* es un minimo [mdzximo] global del problema.

Proposicién 50 (Problemas con desigualdades) Dado el problema PPNL

Optimizar f(x)
Sujeto a  g; (x) <0 j=1,...,p

con f,g; + A — R, funciones de clase C*'(A), con A C R™ un conjunto abierto y Q su conjunto
factible. Supongamos que f (x) es convexa [concava] sobre Q0 y supongamos también que g (X), ...,
gp (X) son funciones converas sobre §) entonces si existe un x* € Q punto CKKTMin [CKKTMax/
entonces x* es solucion del problema PPNL.

Ademds si f, g1, ..., g, son estrictamente convexas X* es la unica solucion del problema PPNL.

Proposicién 51 (Problemas Afines Convexos) Dado el problema PPNL

Optimizar  f(x)
Sugeto a  h; (x)
95 (
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con f,hi,g; : A — R, funciones de clase C*(A), con A C R" un conjunto abierto y Q su conjunto
factible. Supongamos que f (x) es convezra [concava respectivamente] sobre 2 y supongamos también
que hy (x), ..., hy () son funciones afines y g1 (x), ..., g, (x) son funciones convexas sobre €2
entonces si eziste un x* € ) punto CKKTMin [CKKTMax/ entonces x* es solucion del problema
PPNL.

Una funcion h (x) es afin si es de la forma
h(x)=ax1+ - +a,z, +b

Ejemplo 21 Resuelve el siguiente problema PPNL

Optimizar Y
Sujetoa x+y+z=1
2?2+ 22<9

Solucién: Planteamos las condiciones de KKT para L (z,y,z,\,pu) = y+ Az +y+2z—1)+
p(z? + 22 —9)

1. Condicion Estacionaria (VL = 0)

0L
— = 0 A+2ur=0 1
o SN+ 2ux (1)
oL
— = 0&14+A=0 2
3y &1+ (2)
oL
-~ _ ) —
% 0 A+2uz=0 (3)
2. Condicion de factibilidad
r+y+z = 1 (4)
?+22 <9 (5)
3. Condicion de holgura
ng(z)=0< p(z*+2°-9) =0 (6)

4.  Condicion de positividad o negatividad

= Para minimo

0
0 = Para mdaximo

IN IV

v
0
De la ecuacién [2] obtenemos directamente

A=-—1
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Utilizando ahora la condicién de holgura [6] obtenemos dos opciones

i

2?24+22-9

pero la primera opcién (u = 0) no es vélida, puesto que si sustituimos en [1] obtenemos

A=0

0

0

que es una contradicciéon con el valor anterior que hemos obtenido para A.

Las ecuaciones que quedan son (sustituyendo el valor de \)

142z = 0
—14+2puz = 0
r+y+z =1
?+22-9 = 0

Utilizando [7] y [8] y puesto que p # 0 ({porqué?) obtenemos
r=z

que sustituido en [10]

3
P4+22=9s2=9c1=4+—

V2

El valor de y se obtiene de [9]

3
yzl—x—z:1—2x:1—2(j:—):1:F3\/§

V2

y el valor de p se obtiene de [7]

1
—1+2ux:O<:>,u:%: ==+
2(i

Se han obtenido 2 puntos
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Para P obtenemos un valor de p > 0, por tanto se cumplen las condiciones de Karush-Kuhn-
Tucker de minimo, mientras que para () obtenemos un valor ; < 0 y por tanto se cumplen las
condiciones de maximo.

La funcién objetivo f (z,y, z) = y, es lineal, por tanto es concava y convexa (;por qué?). Por otra
parte hay una restriccién de igualdad que es afin (z+y+ 2z = 1) y la otra restriccién de desigualdad
es convexa (jpor qué?), luego estamos en condiciones de aplicar el teorema anterior y podemos decir
que P y () son respectivamente el minimo y méximo globales del problema.

Aunque es posible extender las condiciones necesarias y suficientes a 6rdenes superiores, en la
préctica la aplicacién de estas condiciones requiere de un excesivo esfuerzo y solamente tienen una
utilidad préctica en el caso de funciones reales de variable real, es decir, cuandon =1y m = p = 0.

Teorema 52 (Condicién suficiente de 6ptimo local) Supongamos que, para x* € I, la funcion
f I — R es suficientemente derivable y verifica

=0 k=1,....n—1
fPT) # 0
Donde f*)(x) es la derivada k—ésima de la funcion

1. Sin es impar = x* es un punto de inflexion.

2. Sin es par = x* es un dptimo local. Ademds

a) Si fM(x*) >0 = 2" es un minimo local estricto.

b) Si f™(z*) < 0= 2* es un mdzimo local estricto.

5.10. Interpretacion de los multiplicadores de KKT

En esta seccién trataremos de explicar de forma no rigurosa el significado de los multiplicadores
que aparecen en las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker para un problema con restricciones y sus
aplicaciones en el andlisis de la sensibilidad de los problemas no lineales.Planteemos en primer lugar
un problema no lineal con restricciones de igualdad y de desigualdad de la siguiente forma

Optimizar f(x)

Sujetoa  hi(x)=0b i=1,...,m (5.12)

donde f, h;,g; : A — R, son funciones de clase C*(A) en A C R" abierto y by, ..., by, c1,...,¢, € R.
Esta claro que el conjunto factible del problema 5.12 dependera de los valores de los vectores
b=(by,....bm) yc=(c1,...,¢), es decir

Q2 =Q(b,c)
y también es obvio que los puntos éptimos del problema, si existen, dependerén de estos valores
x* =x"(b,c)
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Supongamos que para ciertos valores de estos parametros, (b*, c*), el problema general con restric-
ciones 5.12 posee un 6ptimo en el punto x*, con multiplicadores de Karush-Kuhn-Tucker Ay, ... A,
Y Hy,- - -5, asociados. Podemos definir una funcién

F: U(b*,c*) — R
con Ugpe c+) un entorno de (b*, c¢*) € R™*, de forma que
F (b,c) = f (x* (b)) Vb, T € U )

siendo x* (E,E) el 6ptimo del programa para cuando se utilizan en el problema 5.12; los términos
independientes (b,€) € U c).-

El siguiente teorema da una relacion entre las variaciones del término independiente y las varia-
ciones que experimenta el valor 6ptimo de la funcién objetivo.

Teorema 53 Dado el programa de optimizacion con restricciones dado en la ecuacion 5.12. Si para

ciertos valores de los parametros b y ¢, (b*,c*) = (b’{, by, ,c;) , el punto xX* es un punto de
Karush-Kuhn-Tucker y junto con los multiplicadores asociados, A1, ..., Am Y [y, - - -, p,; cumple las

condiciones de suficiencia para que la funcion f(x) posea en ese punto un extremo relativo sobre el
conjunto 2 (b*,c*) y si no hay restricciones de desigualdad activas degeneradas, entonces

_OF (b*,c*) Of (Xfe o)

-\ a, a, 1=1,...,m
OF (b*,c*) Of (x;* c*) .
— — — ’ — 1 o e
Hj ac de J IREREY 2

Los multiplicadores \; y p;, asociados a la i-ésima restriccion de igualdad y a la j—ésima restriccién
de desigualdad respectivamente, nos mide la tasa de variacién del valor de la funcién objetivo f (x,y),
en el punto 6ptimo respecto a la variacién de su correspondiente término independiente (b;, ¢;).
Notar finalmente que utilizando diferencias finitas obtenemos

m p m m
AF (b%,¢") = =Y XAl =Y Ay == N (b= b)) =Y (55— )
i=1 Jj=1 i=1 i=1

La ecuacién anterior nos proporciona un valor aproximado del incremento que se producird en el
valor del objetivo 6ptimo al variar el término independiente de las restricciones de (b*, c*) a (b, E).

5.11. Dualidad

Sea el siguiente problema de optimizacién con objetivo de minimizacion

Minimizar f(x)
Sujetoa  hi(x)=0 i=1,...,m (P)
9;(x)<c j=1....p

que llamaremos problema Primal, podemos construir el llamado problema Dual.
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Mientras que en el problema primal los multiplicadores se utilizan como pardmetros auxiliares
para resolver el problema y se minimiza sobre las variables del problema, en el problema dual los
multiplicadores serfan las variables, mientras que las variables de decisién del problema primal harfan
el papel de multiplicadores.

Definicién 33 Para el problema de optimizacion P, definimos su problema dual (P*) como

Mazimizar 0 (X, p) (P
Sugeto a n=>0

donde la funcion 0 (X, p) estd definida por

O(A ) =0 (M, Ay pig - pry) = Inf {f (%) + Xihy (%) + ..o+ Aphuy (%) + 1001 (%) + 4 1,9, (%)}

xeN

y siendo € el conjunto factible del problema P.

Ejemplo 22 Construye el problema dual del siguiente problema de optimizacion

22 P

Minimizar — f (z,y) = 5 t5
Sujeto a r+y>4
r—y>—4

Solucién: La funcién Lagrangiana es

x2 y2
L(l’,y,ul,uz)=3+5+u1(—x—y+4)+uz(—x+y—4)

Si buscamos el minimo sobre (z,y) en

oL
o T =iy = phy = 0 2= piy + fl
T
oL
o Y=t =09y = (1 — i

y la funcion 0 (uq, ps) €s

0 (py, o) = (Ml—;'uz) +(M1_2M2) iy (= (g + o) = (g — o) +4) + pg (= (g + pro) + (pg — ) — 4,

= = = st Ay — 4
El problema dual sera entonces

Maximizar 6 (p1y, o) = —pf — pi3 + 4py — 4piy
Sujeto a s fi > 0
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Teorema 54 (Teorema de Dualidad) Dado el problema de optimizacion P
Minimizar f(x)
Sujeto a  hi(x) =0 i=1,...,m
gix)<e j=1,....p

con f(x), gj(x) convexas y h(z) afin. Entonces el problema primal P tiene solucion si y sdlo si
su problema dual P* tiene solucion. Ademds en este caso si X* es la solucion dptima del primal y
(A*, *) la solucion éptima del dual se tiene

Fx) = 0 (A1)
Lema 55 (Lema de Dualidad Débil) Dado el problema de optimizacion P
Minimizar f(x)
Sujeto a  hi(x) =0 i=1,...,m
gJ(X) <c ]:177p
con f(x), g; (x) y h(x) de clase C' (A), entonces:
1.
méx {0 (A, )] o > 0} < min {  (x)|x € 2}
2. Si (X", w*) son factibles para el problema dual P* y x* € Q, y si ademds se cumple
X)) =0 p)
entonces (X*, u*) y x* son las soluciones dptimas del problema dual y primal respectivamente.

Ademds
mix {0 (A, )| ¢ = 0} = min { f ()| € 2

Ejemplo 23 Resuelve por dualidad el problema

22 P

Minimizar — f (z,y) = 5 t5
Sujeto a r+y>4
r—y>—4

Solucién: Es sencillo comprobar que la funcién objetivo y las restricciones de desigualdad son
convexas, como en este caso no hay restricciones de igualdad podemos aplicar el teorema de dualidad
para indicar que este problema tendrd solucién si y sélo si la tiene su problema dual, que como vimos
en el ejercicio anterior viene dado por

Maximizar 0 (p1y, o) = —pf — pi3 + 4y — 4piy
Sujeto a iy, ey > 0

Para resolver este problema aplicaremos la teorfa de KKT, ya que las restricciones son lineales (y por
tanto convexas) mientras que la funcién objetivo es céncava (;por qué?), en este caso un punto que
cumpla las condiciones de KK'T de maximo serd la solucién. Si llamamos a; y o a los multiplicadores
de KKT para este problema, el Lagrangiano vendrd dado por

Lp (fiy, oy 01, 0v2) = — i3 — p13 + 4pty — Ay — aifiy — iofly

y las condiciones de KKT serfan
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1. Condicion estacionaria: NV, Lp (i, tho, 1, 0i2)

oL
=L = —2p;+4—-01=0
Oy
OLp

= 2py—4—a=0
alu2 Ho Q2

2. Condicion de holgura:

oy = 0

agpy = 0

El resto de condiciones las utilizaremos posteriormente.
De las condiciones de holgura tendremos 4 casos

( ay = 0= Casol
()61:O:>
ty = 0= Caso II
oy =0 = Caso III
py =0=
iy = 0= Caso IV

\

que resolvemos de forma independiente:
1. Caso I: a; = ap = 0. Sustituyendo en la primera y segunda ecuaciones, se obtiene

21 +4 = 0 =2

—2py —4 = 0& py= -2
que no es un punto factible puesto que p, < 0.
2. Caso II: oy = py = 0. Sustituyendo
2 +4 = 0y =2

—4—@2 = 0@0&2:—4
que cumples las condiciones y por tanto serd el méaximo buscado.
3. Caso III: ji; = ay = 0. En este caso

4—ap = 0 a1=4

que no es factible puesto que p, < 0.
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4. Caso IV: p; =py =0

4—a; = 0 ;=4

4 -0y = 08 ay=—4
que no es un punto de KKT de Maximo, puesto que a; > 0.
Hemos obtenido un tnico punto para este problema
p=(2,0)  a=(0,-4)

que como hemos comentado cumple las condiciones de KK'T para méaximo, luego por las condiciones
del problema es la solucién buscada.

Teniendo en cuenta ahora la relacién existente entre los valores de p; y py y las variables de
decisién del problema primal, podemos hallar el valor de estas tltimas

ro= gyt =2+0=2

Yy = p—Hy=2-0=2

y comprobar que se trata de un punto factible para el problema primal.
Por tltimo es sencillo comprobar que ambos problemas coinciden en sus respectivos valores 6pti-

1mos
. 22 22
f(xvy):f(272):7+5:4

O(pi,pus)=0(2,0)=-2>-0*+4-2—-4-0=4

5.12. Temporal

Ejemplo 24 Encuentra los puntos que cumplen las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker para el
problema
Optimizar 2 + >
Sujeto a  x+y=2~6
z? +y? <26
r—1>0

Solucién: En primer lugar transformamos el problema en la forma general, es decir, los términos
independientes de las restricciones deben ser cero y las restricciones de desigualdad de la forma <

Optimizar 22 + 32

Sujetoa x+y—6=0
224+ 1y?2—26<0
1—2<0

La funcién Lagrangiana del problema sera
L@y, M iy o) = 2% + 5" + M@ +y = 6) + iy (2% + 3 — 26) + 1y (1 — 2)

y planteamos las condiciones de KKT:
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1. Condicion estacionaria (VL =0)
oL
Ox
oL
dy

2. Condicion de factibilidad

132

3. Condicion de positividad o negatividad

s o
s o

4. Condiciones de holgura

g (z) =
HaG2 (x) =

= 0 2r+A+221u — 1y =0

= 0 —-1+A+2ypu; =0

r+y—6 = 0
+1y2—26 < 0
1l—a2 < 0

0 = Para minimo

>
< 0 = Para maximo

0=y (22 +4°—26) =0
0= py(l—2)=0

3]

[4]
([51)

El sistema que permite localizar los puntos de KKT estard formado por las dos ecuaciones que
proporciona la condicién estacionaria (ecuaciones [1], [2]), la restriccién de igualdad ([3]) v las dos
de la condicién de holgura (ecuaciones [4] y [5]).

Resolvemos el sistema utilizando la condicién de holgura. Este andlisis produce dos opciones por

cada ecuacion, con un total de cuatro casos:

7

pyp =0

\

que resolvemos de forma independiente

fo =0 Caso 1
(1—2)=0 Casoll

o =0 Caso II1

P4y —-26=0 =

(1-2)=0 CasoIV

1. Caso I (i = p5 = 0): El sistema para estos valores queda

2c+X = 0
—-14+X =0
r+y = 6
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que es lineal y tiene como tinica solucién

A =1
A 1
T —_= _— = ——
2 2
1 13
Y T —|—2 5

Tenemos por tanto un punto para este caso

1 13
P1—<—§,7> A=1 p=(0,0)

Sin embargo, este punto no es factible ya que no cumple ninguna de las restricciones de de-
sigualdad del problema

1\ /13\*> 1 169 85
¥4y (2> +<2> 4+ 1 2;{ 6 = No se cumple

1
1—:10:1—(—5):g;(0:>Nosecumple

y por tanto no es de KKT.
2. Caso II (u; =0, x = 1): Con estos datos el sistema queda

—1+X =0
l1+y = 6
que es lineal y cuya tinica solucién es
y =95
A =1

fy = 24X=2+1=3

Obtenemos otro punto
P,=(1,5) A=1 wu=(0,3)

Comprobamos si es un punto factible

24 9y*—26 = 14+25—-26<0 Sicumple la primera restriccién

l—x = 1—-1=0<0 Sicumple la segunda restriccién
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como ademsds se cumple la condicién de positividad, P es un punto que cumple las condiciones
de KKT de minimo.

Caso III (z° + y? = 26, u, = 0): Para este caso el sistema es
20+ A+ 2z = 0
—1+A+pu2y = 0
r+y = 6
?+y’ =26 = 0

cuya solucién se obtiene fdcilmente despejando una de las variables de la tercera ecuacion,
y = 6 — x, y sustituyendo en la cuarta para obtener una ecuacién de segundo grado

2?4+ (6-2)7-26=0<222—1204+10=0

con soluciones

T1 =90 yaa=1

Se obtiene un valor de y para cada valor de x

1T = 0=y =6—2;=1
y
To = 1=y =6—21=>5

Se comprueba la factibilidad de estos dos puntos, P; = (5,1) y Py = (1,5), sustituyendo en las
restricciones de desigualdad

524+12-26=0<0
Py = (571):>
1-5=-4<0

12452-26=0<0
P = (1,5) =
1-1=0<0

Finalmente se calculan los valores de los multiplicadores asociados a cada uno de ellos, para
determinar si se cumplen algunas de las condiciones de positividad o negatividad y establecer
si los puntos son de KKT. Utilizando las dos primeras ecuaciones, que forman un sistema lineal
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en Ay i, y evaluando en cada punto obtenemos

11

P = ——

B 142z B Ml( 3) 8
STy 3
M1<P4):§

15

AP3) = —

N = :E(1+2y): 4
r—=y 11
)\(P4>__Z

En resumen, los puntos con sus respectivos multiplicadores son:

15 —11
Py =(5,1) )\:Z /ﬁlz?ﬁo po =0

3
Pr=(1,5) A=-— #1:§20 po =020

de donde se obtiene que que P, es un punto de KKT para el problema de minimizacién
(111, pt5 > 0), mientras que P; cumple las condiciones de KKT para méximo (ji, pty < 0).

4. Caso IV (22 + y* =6, v = 1): En este tiltimo caso queda el siguiente sistema:
24A+2u —puy = 0
—1+A4+12y = 0
1+y = 6

1+9y°—26 = 0

De la tercera y cuarta ecuacién tenemos el punto

que es uno de los puntos encontrados en el apartado anterior y por tanto ya se ha discutido. Sin
embargo, el cdlculo de los multiplicadores se obtiene a partir de las dos primeras ecuaciones,
en las que al sustituir por los valores de x e y correspondientes obtenemos el sistema

24 A+20 —py, = 0

1+ A+,10 = 0

154



FUNDAMENTOS DE OPTIMIZACION: OPTIMIZACION NO LINEAL

que es lineal y con méds incégnitas que ecuaciones, por tanto serd indeterminado. Su solucién

es en forma paramétrica
1—¢ 11+ 4¢
>\ = t' = —_—
= ()

Notar, por ejemplo, que si

Sit = 1=X=1u=1(0,3)

) 11 11 3
Sit = —Z:>/\——1,/VL— (g,O)

que corresponden a los multiplicadores de los puntos P, y Py, respectivamente. En todos los
casos se trata del mismo punto. El hecho de que existan diversos multiplicadores para el mismo
punto es debido, como veremos posteriormente, a que éste problema es singular.

5.13. Ejercicios

1. Demuestra que los hiperplanos de R™ son conjuntos convexos.

2. Demuestra que todos los semiespacios (positivos y/o negativos) asociados a un hiperplano H
C R" son conjuntos convexos.

3. Demuestra el lema 33. Si ; y €25 son dos subconjuntos convexos no vacios de R entonces los
siguientes conjuntos son convexos:

a) Ql+Q:{X1+X2 ER”:Xleﬁl;xQEQQ}
b) Ql—Q:{Xl—Xg GR”ZXleﬁl;Xgeﬂg}
C) QlﬂQQ

4. Prueba la convexidad del conjunto §2 definido por

Q:{XGR":inzl,xiZO;izl,...,n}

i=1
5.  Demuestra la convexidad del conjunto
Q= {(z,y) eR?: y <3—2"}
6. Comprueba la convexidad del conjunto
Q={(z,y)eR?*:y =¢"}
7. Siendo r > 0y a €R", prueba que la bola abierta de centro a y radio 7 es un conjunto convexo.
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8. Demuestra que z ER™ es combinacion lineal convexa de x,y € R" si y sélo si z € [x,y].
9. Prueba que los siguientes conjuntos son convexos

a) O = {(v1, 22, 3) €R3\$1+x2+$3:2, x1 >0, ©3 >0, z3 >0}
b) Qy = {(x1,79) € R? | 3wy + 229 < 4, 621 + 15 < 3, 11 >0, 29 > 0}
©) O = {(z1,22) € R | F +a3 <1, 25 > 0}

d) Qy = {(z1,20,23) €R® | 2 + 23 + 23 <3, 1+ 29+ a3 > 1}

10. Estudia la concavidad o convexidad en R? o R? de las siguientes funciones

a) fi (@, 22) = (1 — 3)2 + (o + 1)2

b) fo(z1,22) = (x1 — 2)* + 23

T1To
2 2 (xla .%2) 7& (07 0)
c) f3(x1,72) = nn
0 (1, 22) = (0,0)

d) fa(z1, 20, 73) = 27 — 235 + 23 + 1179

11.  ;Sera convexa la funcién f; (x1,z2) del problema anterior sobre el conjunto abierto y convexo
Ql = {(Il,xg) € RQ | T > 0, To > O}?
.Y fi(x1,22) sobre el conjunto abierto convexo

Qy = {(1'1,1'2,333) € R3 ‘ 1 >0, 19 >0, 23> 0}?

12. Para los problemas de optimizacién siguientes

(a) Optimizar T+ 29 (b) Optimizar (z; — 1)* + (25 — 1)°
sujeto a 91 4+ 225 <6 sujeto a T+ 219 < 4
2x1 4+ 225 < 3 r1 >0
i Z 0 i) 2 0
) Z 0

se pide la resolucién razonada de los siguientes apartados:

a) El analisis de su convexidad.
b) ;Qué se puede decir de sus extremos locales y globales?

c¢) La resolucién geométrica del problema.

156



FUNDAMENTOS DE OPTIMIZACION: OPTIMIZACION NO LINEAL

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

Dada la funcién
fx)y=2a? 0<p<1

Responde de forma razonada a cada uno de los siguientes apartados

a) Estudia la concavidad o convexidad de la funcién f (z) sobre el intervalo I = (0, 00).

b) Utilizando la informacién del apartado anterior, demuestra la siguiente desigualdad
(x+y) =227 @ +y") 2y>0

Sea P un problema de programacion matemaética y sea P, otro problema que resulta de anadirle
a P; una restriccién més. Supongamos que el objetivo es maximizar. Si €2y y {25 son respecti-
vamente sus conjuntos factibles, resuelve los siguientes apartados:

a) Indica si existe alguna relacién entre los conjuntos Q;y €.
b) Supongamos que z* € ; es solucién 6ptima de P; jsera x* solucién 6ptima de P,?

¢) Suponiendo que ambos problemas tienen soluciones 6ptimas x y 3 respectivamente.
Encuentra, si existe, la relacién entre ellas.

Encuentra sobre R, los extremos locales y globales de las siguientes funciones:
a) f(r)=a+a' =2 +2  b)g(x)= 2z +1)(z—4)

Halla los extremos locales y globales de f (z) = 2® — 122 + 3 en el intervalo [—4, 4].

Se construye un barco para transportar L toneladas diarias a lo largo de una ruta de longitud
D entre dos puertos. Si el coste de construccién del barco, sin los motores, varfa segin la
capacidad de carga del bargo (/) y el coste de los motores varia como el producto de esta
capacidad de carga y el cubo de la velocidad (v) que alcanza el barco, muestra que el coste
total de construccién es menor cuando se gasta 2 veces més en el barco que en los motores.
(Desprecia el tiempo de carga y descarga y asume que el barco se mueve de forma constante).

Un incendio en un bosque estd quemando un estrecho valle de 2km de ancho a una velocidad de
32km/h. El fuego puede contenerse mediante un cortafuegos a lo ancho del valle. Si un hombre
puede limpiar 2m del cortafuegos en 1 minuto, el coste del transporte de cada hombre hasta
el cortafuegos es de 12 euros, cada hombre cobra 6 euros/hora, por su trabajo y el valor de la
madera es de 1200 euros/km? : ;Cudntos hombres deben enviarse para luchar contra el fuego
de manera que el coste sea minimo?

Dada la funcién
2
f(z,y) =™ +bsen (x2+y2) , a,beR

a) Determina el valor de a y b, sabiendo que f (x,y)tiene un extremo relativo en (0,0) y que
el polinomio de Taylor de 2° orden de f (z,y)en ese punto, toma el valor 6 en el punto
(1,2).

b) Indica la clase de extremo que presenta f (z,y) en (0,0).
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

A partir de la siguiente funcién:
flay)=B-2)B-y) (z+y—3)

a) Dibuja el conjunto de puntos del plano en los que f (z,y) es positiva.
b) Calcula sus puntos estacionarios e indica cudles son extremos relativos.

¢) Encuentra, si existen, los extremos absolutos o globales de f en R2.

Estudia los extremos relativos y absolutos de las siguientes funciones, en los conjuntos que se
indican

f(x,y) = a®+3zy — y?

f(z,y) =23+ 3xy? — 150 — 12y

f(x,y) =senx +seny+cos(zx+y) 0<z,y<2r

Demuestra que el origen es el tinico punto critico de la funcién
f(r,y,2) =2y +yz+ zx

a) (Es un punto de méximo o de minimo relativo?

b) Encuentra 2 rectas que pasen por el origen tal que en una de ellas sea f > 0y en la otra
f < 0. jPorqué es posible encontrar estas rectas?

(Optimizacién de funciones compuestas) Sea f : 2 C R"— R una funcién real, sea
h : R — R una funcién real mondtona creciente. Si definimos la funcién compuesta como

G = ho f, se pide:
a) Demuestra que si 2* es un minimo, maximo o punto de silla de f, también lo es de G.

b) Si fy hson diferenciables en 2* y ¢ = f (z*) respectivamente. Demuestra que si i (¢) # 0
entonces un punto z* es critico para G si y sélo si es critico para f.

¢) Aplica los apartados anteriores para determinar los 6ptimos locales de la funcién
G (x,y) = exp {57z (In )’ + v’}
sobre Q = {(z,y) e R*| = >0}.
Encuentra los extremos de las siguientes funciones sobre los conjuntos correspondientes:

fl (Cﬂ,y) = Iy(l —a° _y2> c1 Ql = [07 1] X [07 1]
fo(z,y) =zy en )y = Tridngulo de vértices (0,0) — (1,0) — (0,1)

Determina, de entre todos los poligonos de n lados que se pueden inscribir en una circunferencia
el de drea méxima y el de perimetro méximo. (Ayuda: resuelve el problema caracterizando los
poligonos por la amplitud de sus dngulos centrales).

Un alambre de longitud L se divide en 2 partes, con las que construimos un cuadrado y una
circunferencia. ;Cudl debe ser la longitud de cada una de las partes para que la suma de las
dreas del cuadrado y del circulo sea la menor posible?
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Determina la distancia minima entre las gréficas de f (z) = 2% y g (z) =z — 5.
(Contraejemplo de Peano) Para a y b constantes reales considera la funcién
flzy) = (z—a®y?) (v - b*y?)

a) Clasifica el punto x = (0,0)" .

b) Muestra que f (x,y) tiene un maximo en el origen sobre la curva

- (a2—|—b2)y2

| —

Dada la funcién
flay) = [+ @+ [2+ (y - 1)

Clasifica los siguientes puntos: z; = (0,0), o = (0,1), 3 = (0, —1), x4 = (1,1).

Se quiere construir un contenedor para transportar material entre dos puertos. Si la cantidad de
material que hay que transportar es de 400m? y los costes del transporte son: 1000 euros cada
viaje entre los puertos, 120 euros/m? el coste del material de la tapa y el fondo del contenedor
y 30 euros/m? el material de los lados del contenedor. Resuelve el problema para que el coste
sea minimo.

(Condiciones de orden superior) ;Es posible extender las condiciones suficientes para
funciones de una variable a funciones multivariantes? es decir, ;qué les ocurre a los extremos
locales con las derivadas de orden superior para una funcién multivariable?. Comprueba lo qué
ocurre en el punto (0,0) y la funcién f (z,y) = (y* — z) y* —2z. Aplica el resultado a la funcién

foy) =2 +47°.

Determina, si existen, los extremos relativos y absolutos de la funcién f (z,y,z) = y sobre el
conjunto

F= {x2+z2:9;x+y+z:1}
Determina los valores 6ptimos aproximados de f (z,y, z) sobre el conjunto

Fr={a®+22=9250+y+2z=1}

Determina los puntos de la elipse que se obtienen al cortar el cilindro de ecuacién x? + y? = 1
con el plano z + y + 2z = 1, cuyas distancias al origen sean respectivamente maxima y minima.

Dado el problema
Optimizar z
Sujeto a  x? 4+ y* + 2% = 36
2r4+y—2=2
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35.
36.

37.

38.
39.

40.

41.

42.

Se sabe que los puntos

b (10 + V265 541265 —1+ \/265>
1 = 5 ;

15 15 3
b <1o —2V265 5— /265 —1 — \/265>
2 - 5 5
15 15 3

son los tnicos puntos estacionarios de la funcién z dentro de la region factible.

a) Estudia si son o no extremos (relativos o globales) condicionados.

b) Encuentra, si existen, los valores 6ptimos aproximados del problema

Optimizar z
Sujeto a 2% +y* + 22 = 36,05
2r+y—2=2

De entre los triangulos rectangulos de drea 9, encuentra aquellos cuya hipotenusa sea minima.
Resuelve el problema

Optimizar [z, y,2) =2+ y? + 22
Sujetoa 2?2+ + 22 +ayt+yzt+zr—1=0
rT+2y—32=0

Participas en un concurso de televisién en el que se entrega una chapa metélica de 25m? de
superficie y con la que debes construir una caja rectangular, que se llenard gratuitamente de
gasolina. Se pide:

a) (Cudles deben ser las dimensiones de la caja que maximizan tu beneficio?

b) Si el litro de gasolina cuesta 2 euros. ;Cudnto estarfas dispuesto a pagar por lem? més de
chapa?

Halla la minima distancia entre la recta x +y = 4 y la circunferencia 2 + 3> = 1

De entre todos los paralelepipedos rectangulos cuya suma de las aristas es la misma e igual a
k, determina aquel que tiene volumen méximo

Traza por un punto dado un plano que forme con los planos coordenados un tetraedro de
volumen minimo. Se supone el sistema de referencia cartesiano rectangular.

Maximiza la distancia al origen de los puntos de la elipse interseccién del cilindro de ecuacion
22 +y?> =4 con el plano z + y + z = 5.

Halla la maxima distancia al origen de los puntos de la circunferencia de centro (2, 1) y radio
3.
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43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

Maximiza la funcién f (z,y,z) = 3 + 2% + 22 + 4y — 22 + (2 — 2)°, sujeta a la restriccion
20+ 4y + z = 0.

Resuelve el problema

Optimizar %y

Sujetoa 2?2 +1y? =1
Determina los éptimos de f (x,y, z) = zy + yz + zx, sujeto a la restriccién x + y + z = 120
Resuelve el siguiente problema

Optimizar —22 + 2y + 2
Sujetoa x+2y—2=0

204+ 2=0
Dados los problemas
Minimizar ? + y? Minimizar (2 —2)° + 1
Sujeto a  (x—1)> —y2 =0 Sujetoa  (z—1)° =32 =0

Se pide:

a) Resuélvelos gréficamente.
b) Resuélve cada problema mediante el método de los multiplicadores.

¢) Explica porqué no se puede resolver uno de ellos por este método.

Un meteoro se mueve a lo largo de la trayectoria de ecuacién

y=1°+3r—6

Una estacion espacial se encuentra en el punto (z,y) = (2,2). Utiliza las condiciones de KKT
para encontrar el punto mds cercano entre el meteoro y la estacion.

Se va a manufacturar una remesa de cajas de cartén rectangulares, de forma que las caras
superior, inferior y frontal sean de doble peso (es decir, dos piezas de cartén) que las otras.
Halla el tamano de las cajas que maximicen el volumen, teniendo en cuenta que para cada caja
se va contar con 72cm? de carton.

Resuelve el siguiente problema

2 2 2
Optimizar ~ — + v +—
a c

Sujetoa pr+qy+rz=-s
Donde a,b,c,p,q,r € R, y a,b,c # 0.
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ol.

02.

93.

o4.

95.

96.

o7.

o8.

59.

Resuelve el siguiente problema
.. a b c
Optimizar —+ -+ -
xr oy oz
Sujetoa pr+qy+rz=-s

donde a, b, ¢, p, g, r € RT.

Resuelve el siguiente problema utilizando el método de los multiplicadores
Optimizar xyz

Sujetoa pr+qy+rz=-s

donde a, b, ¢, p, ¢, r € R —{0}.

Calcula los valores maximo y minimo que alcanza la funcién f (z,y) = y — x sobre el conjunto
F = {422 4+ y* < 8;e* ¥ < 1}. Indica en qué puntos se alcanzan esos valores. ; Cémo cambiarfan
los valores 6ptimos de la funcién objetivo si la regién fuera F' = {42 + y? < 8,05;¢”7¥ < 1,05}7
Un paraboloide eliptico de ecuacién
2
z

Y2
— 4+ —p>0,9g>0
2p+2qp ?

se corta por un plano de ecuaciéon z = a. En la porcién de paraboloide asi determinada se
inscribe un paralelepipedo recto. Determina sus dimensiones para que tenga volumen maximo.

Halla los 6ptimos relativos y absolutos, si los hay, que alcanza f (x,y, z) = z, sobre el conjunto
F={2*+1?<4x+y+2z=5}

Resuelve el problema
Optimizar 22 +2(y — 1)
Sujeto a r+y* <1

Realiza la descomposicién del niimero 6 en 3 sumandos, de forma que:

a) Su producto sea maximo.
b) Su producto sea minimo.

¢) ;Qué se puede decir si los tres nimeros son no negativos?

Halla, si existen, los extremos relativos y absolutos de la funcién f (x,y) = 2%y sobre el conjunto
de los puntos que cumplen 2% 4 ? < 1.

Resuelve el siguiente problema

N
Maximizar E x;

j=1
N 2
. x ]
Sujeto a -2 <D
e
J=1
x; > 0;Vy
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60.

61.

62.

63.

64.

donde K, D son constantes reales positivas.

Sea (' el arco de curva interseccién de la superficie de ecuacién 2z = 16 — 22 — 3% con el
plano x +y = 4, contenido en el primer octante del espacio {x,y, z > 0}. Encuentra, si existen,
los puntos de C', cuya distancia al origen sea méxima y minima, asi como los valores de esas
distancia maxima y minima.

Si C" es ahora el arco de curva interseccién de la superficie de ecuacién 2z = 17 — 22 — y?
con el plano =z + y = 3,5, contenido en el primer octante del espacio, calcula los valores de las
distancias maxima y minima de los puntos C” al origen.

Encuentra los puntos del conjunto B que estdn mas cerca del origen de coordenada, siendo B:
B={(z,y) eR*lz+y>4; 2z +y >5}

a) Formula y resuelve el problema de forma grafica.

b) Comprueba que el punto éptimo cumple las condiciones de K.K.T. ;Son también sufi-
cientes?

Resuelve mediante el método de los multiplicadores de K.K.T. el siguiente problema de pro-
gramacion no lineal:

Optimizar z
Sujeto a 2?2+ 9% <8
r+y+z>1

r+y+2<4>0

Un comerciante se ha enterado de que en la fabrica de aceite hay una oferta de aceite de oliva
extra. El aceite que compre a la fdbrica lo podra vender después por litros, gandndose 1 euro
por litro. Para almacenar el aceite va a construir un déposito cilindrico con tapa, utilizando
25mm? de chapa. Como desea optimizar sus ganancias, pregunta a su hijo, que es matemsdtico,
cudles son las dimensiones del depdsito de maxima capacidad que se podria construir, y obtiene
como respuestas h = 10/ V6m de altura yr=>5/ V6m de radio de las bases.

Cuando va a iniciar la construccion del depdésito, su amigo, el de la ferreterfa, necesita urgen-
temente 1m? de chapa como la que él tiene y le propone comprarselo. ;A qué precio deberia
vendérselo?

Dado el siguiente problema de programacién no lineal

Optimizar (z —4)> + (y — 2)?
Sujeto a r+y—2<0
—1ta®+(y—1)°

a) Discute las soluciones del problema mediante los multiplicadores de K.K.T.

b) Discute los cambios en la solucién del problema si ahora la primera restriccién se trans-
forma en: x +y — 2,056 <0
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65.

66.

67.

68.

69.

Comprueba gréficamente que el punto (1,0) es una solucién éptima del siguiete problema, pero
que no cumple las condiciones de K.K.T. Explica el resultado:

Maximizar x
Sujetoa  y— (1—2)° <0
y=>0

Dado el siguiente problema de programacién no lineal

Optimizar (. —17)° + (y — 10)?
Sujeto a y—8<0
(z —10)* + (y — 10)* =36 <0

a) Discute las posibles soluciones del problema utilizando el método de los multiplicadores
de K.K.T.

b) ;Qué sucede con la solucién del mismo si ahora la primera restriccién se transforma en:
y — 8,05 <07

Dado el siguiente problema de programacién no lineal

Optimizar T4y
2
Sujeto a 72 + yz <1
y—22—1>0

Discute las posibles soluciones del problema utilizando el método de los multiplicadores de
K.K.T.

Dado el siguiente problema de programacién no lineal

Optimizar (x =272+ (y—2)
Sujeto a y—5<0
(z—4)°+(y—4)>-16<0

Discute las posibles soluciones del problema utilizando el método de los multiplicadores de
K.K.T.

Determinar graficamente el maximo y minimo absolutos de la funcién f (z,y) = 2% + (y — 4)*
sobre el conjunto F' = {(z,y)|v+y > 3;—v +y < 3;2 < 2}.

Plantea las condiciones de K.K.T. del problema anterior y utiliza la gréfica para deducir qué
restricciones son activas y cuales inactivas en los puntos de maximo y minimo. Calcular a partir
de los datos anteriores esos valores maximo y minimo. ;Qué ocurrird con los valores maximo y
minimo de f (z,y) sobre el conjunto F' = {(x,y)} x +y > 3,01; —z + y < 3,02; 2 < 2,057
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