Capitulo 4

Transformada de Fourier

Sumario. Definicién y propiedades bésicas. Transformada de Fourier inversa.
Relacion con la transformada de Laplace. Aplicacién a las ecuaciones diferenciales y
en derivadas parciales.

4.1. Definicién y primeros ejemplos

Dada una funcién f : R — C, se define la transformada de Fourier de f como

FIfI(=) = / " fe et

en todo z donde la expresiéon anterior tenga sentido, es decir la integral impropia anterior sea con-
vergente. Esta convergencia es mds dificil de verificar que en el caso de la transformada de Laplace.
Supongamos por ejemplo que ¢ y z son reales, por o que e~* = cos(tz) — isin(tz), que como sabe-
mos tiene médulo 1. Si f(t) es también real, para garantizar la convergencia absoluta de la integral
anterior debe de satisfacerse que

lim |f(t)e™"| = lm [f()] =0,

t—+o0 t—+oo
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por lo que las funciones reales que tendran transformada de Fourier tienen que tener una gréfica

como la siguiente

0.2

—4 -2

2 4

o bien ser nulas fuera de un intervalo compacto [a, b]. Veamos algunos ejemplos.

Consideramos la funcién f(t) = h_,(t) — ha(t), donde h,(t) es la funcién de Heaviside en a € R.
Como vemos f es no nula con valor uno en el intervalo [—a, a). Su transformada de Fourier se calcula

CO1mo

F111(=)

efltz —1

[ r
—iz|_, 1z

/ Z ft)e " dt =

a
/ e—itZdt

(6—iaz o 6iaz)

sin(az).

z

Tomemos ahora la funcién f(t) = e~!l. Su transformada de Fourier vendra dada por

FIAI(2) / " fye

0 [e's)
— / ete—’itZdt + / e—te—itZdt
—00 0
/ e(l—iz)tdt + / 6—(1+iz)tdt
—00 0

e1=iz)t 0 o—(1+iz)t %
- ll—iz}ooJr[_lJrizL
1 12
o 1—dz 14iz 241

4.2. Propiedades basicas

Al igual que la transformada de Laplace, la transformada de Fourier tiene unas propiedades
bésicas que permiten operar con ella con més facilidad. Las enumeramos a continuacién suponiendo

siempre buenas condiciones de convergencia de las funciones implicadas.
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4.2.1. Linealidad

Dadas dos funciones f y ¢g y dos niimeros «, 3 se verifica que

Flaf + Bgl(2) = oF[f](2) + 8Fg)(2).

La prueba de esta propiedad viene directamente de la linealidad de la integral de la siguiente forma

Faf+pie) = [ " (f + Bg) (et

= / f)e ®dt + 5 / Je et

= z) + BFgl(

Por ejemplo, si f(t) = h_,(t) — ha(t) + e“”, su transformada de Fourier vendra dada por

FIfIE) = FIAIG) + FIRI(E) = Zsinfaz) + 5.

siendo f1(t) = h-a(t) = ha(t) ¥ folt) = 1.

La linealidad no puede aplicarse al calculo de f; del siguiente modo

FlAl(2) = Flh-a](2) = Flhal(2)

ya que las funciones h_, y h, no tienen transformada de Fourier.

4.2.2. Transformada de la derivada

Dada una funcién derivable a trozos, se tiene que

Flf')(z) = izF[f1(2).

La demostracion se hace con la férmula de integraciéon por partes del siguiente modo

Flf(z) = / f(t)e " dt = { ; ::e]c_ri(Zt) duj:;(et_)iZdt }
= [ft)e ™7, —I—zz/ ft)e dt = iz F[f](2),

ya que
lim |f(t)e™| =0

t—=o0

para garantizar la convergencia.
En general, puede comprobarse que la derivada n—ésima se calcula como

FIFM1(2) = (i2)"FIf1(2).

Esta férmula, junto con la linealidad, tiene, al igual que ocurria con la transformada de Laplace,
utilidad potencial para la resolucién de ecuaciones diferenciales.
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4.2.3. Cambios de escala

Sea f una funcién y a un niimero real. Podemos calcular la transformada de Fourier de la funcién
g(t) = f(at), que puede verse como un cambio de escala en ¢, con la férmula

1
Flol(z) = FIf(at)|(2) = ~Flgl(z/a).
Esta férmula es consecuencia del cambio de variable en la integral ya que
Flole) = Flran)) = [ flane i
at = s 1 [~ - 1
_ _ —izsfa j. _
S B B O S
A modo de ejemplo, si suponemos que f(t) = e !l con b > 0, podemos calcular

FIfiz) = Fle™(z) = Fle™](2)

1 1 2 2
fr— — 7‘t| _ — =
p Tl G = e T e

4.2.4. Derivada de la transformada
La férmula para calcular la derivada de la trasnforma de Fourier de una funcién es

d

i Flf)(z) = FItf0)l(2).

Esta relacion es consecuencia de un cambio de orden en el cédlculo de limites ya que

diz}-[f](z) = % /_C: f(t)e—itzdt = (x) /_: %f(t)e—itzdt

— /_ h f@)(—it)e "dt = —i /_ h tf(t)e "dt = —iF[tf(t)](z).

Vamos a aplicar esta formula al cdlculo de la transformada de Fourier de la funcion f(t) = e */2,
En primer lugar, la funcién f(t) verifica el problema de condiciones iniciales

{ f'(t) = —tf(#),

f(0) = 1.
Por otra parte, transformando la ecuacién anterior tenemos que
. .d
F[fl(z) = =Ff@)](2) = —i - F[f1(2),

por lo que F|[f](z) satisface la ecuacién diferencial

d

LFI)) = —=F (),
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que tiene por solucién

Flf)(z) = ce™* 7.
Por otra parte, como

/ e dt = /7

[e.9]

tenemos que mediante un cambio de variable
& 2
/ e 124t = \or
—00

y por tanto

Fir0) == | etV

por lo que .
FIf)(z) = V2me ™2,

—t2/2

es decir, la transformada de Fourier de e es ella misma salvo el factor multiplicativo /2.

4.2.5. Convolucion

Dadas dos funciones f y g con transformadas de Fourier F[f] y F[g|, no se verifica que F[f - g] =
Flf] - Flg]. Vamos a buscar qué funcién h verificaria que F[h] = F[f] - Flg], es decir, cémo puede
definirse h a partir de las funciones iniciales f y g. Para ello calculamos

AN Fa) = [ e [ e s
- /_ Z /_ Z f()g(s)e =9 dtds
SN —

= [ st shateias] eean

por lo que hemos derivado formalmente! que

W) = / " F(t - $)g(s)ds,

que se conoce con el nombre de producto de convolucién, denotado por

£(t) * g(t) = / At - $)g(s)ds.

Como veremos, esta férmula tiene aplicaciones en la resolucién de diferentes ecuaciones diferenciales.

! Auf hemos hecho un cambio en la integracién, es decir, una permuta de limites de la que no hemos probado su
validez.
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4.3. Transformada de Fourier inversa

Dada una funcién f sabemos cémo obtener su transformada de Fourier de dicha funcién F|[f].
Ahora bien, como en el caso de la transformada de Laplace a veces es necesario recorrer el camino
inverso, es decir, dada una funcién F'(z), jes posible encontrar una funcién real f tal que F[f] = F.
En términos de funcién inversa serfa la relacion f = F1[F], donde F![F] denota la transformada
inversa de Fourier.

Al tratarse de una transformda integral, no existird una tnica funcién verificando ser la trans-
formada inversa de F'(z). Sin embargo, en general la férmula de inversién establece que para una
funcién suficientemente buena la relacién

_ 1 e izt _ 1 oo - —izt izt
F(1) = 5 /Oo FlAl()edz = o /oo /Oo F(#)e it dtei* d (4.1)
se verifica por lo que la transformada inversa de Fourier podria definirse como
1 o :
—1 F — F 1zt ]
FF(t) 5 /_oo (2)e*'dz

En particular, las condiciones de Dirichlet establecen que si se verifica que

n [ (@)t < oo,

= f tiene un muero finito de extremos relativos y un nimero finito de discontinuidades, todas
ellas evitables, en cada subintervalo compacto de la recta real,

entonces la férmula (4.1) se verifica en todos los puntos de continuidad de f. En los puntos de
discontinuidad z la integral valdria el promedio de f(z+)y f(z—).

Asi, por ejemplo, dada la funcién
2b

22+ b2

F(z) =

se verifica que
FHF)(t) =, b > 0.

Por tratarse de una férmula integral, dicha funcién hereda las propiedades de la integracién, en
particular la linealidad

FaF + BG(t) = aF ' [F(t) + BF[G](t).

4.4. Relacién con la transformada de Laplace

Como sabemos, la transformada de Laplace de una funcién f : (0, 00) — C se define como

CIf]() = /O T Ftett,

que tendra validez en un dominio de definicién dado por Rez > « para algin a real. Si a < 0, el
eje imaginario estard contenido en el dominio de definicién de la transformada de Laplace de f. En
particular, la integral

/ f(He ™“tdt, we R,
0
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tendra sentido al ser finita.
Si consideramos f(z) = 0 definida como para todo = < 0, podemos calcular su transformada de
Fourier como

AN = [ e ar= [ pee e
integral que tendra sentido para todo Z_EOOR. Por lo tanto,ose tendria la igualdad
LIfl(iw) = F[fl(w), w e R.
Consideremos por ejemplo la funcién f(t) = e~*, que como sabemos tiene transformada de Laplace

1
z+1

LIf](z) =

para todo z tal que Rez > —1. Si estendemos f como nula en valores negativos, es decir, definimos
g(t) = f(t)ho(t) siendo hg(t) la funcién de Heaviside, tendremos para todo niimero real w que

4.4.1. Aplicacién a los sistemas estables

Si tenemos un sistema asintéticamente estable con funcién de transferencia 7'(z), sabemos que su
respuesta a una senal sinusuidal de la forma

Asin(wt + ¢)
viene dada por la expresion
z(t) = A|T (iw)| sin(wt + ¢ + arg T'(iw)),

pero T'(iw) es la transformada de Fourier. Esta funcién T'(iw) se conoce como funcién de transferencia
de frecuencias del sistema. En particular, para sistemas estables estos pueden verse como

Flylw) = T(iw) Flfl(w)

que relaciona la transformada de Fourier de la salida F[y|(w) con la de la entrada F[f](w).

4.5. Aplicacién a las ecuaciones en derivadas parciales

Consideremos la ecuacién del calor en una barra infinita

Up = Uy, T ER, >0,
u(0,z) = f(z), z € R,

Como vemos no hay condiciones de frontera y por tanto sélo existen condiciones iniciales. Para
resolver dicho problema tomamos la transformada de Fourier de la funcién u(t, z), para cada valor
fijo del tiempo t, es decir

Flu(t,)](z) = /OO u(t, x)e " dz.

o0
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Entonces

Fltaa(t, ))(2) = —2"Flult, )](),

y por la férmula de derivacion bajo el signo de la integral

Flult, N(z) = / " unt ) da

d > —ixz _ d
por lo que la ecuancién u; = u,, se transforma en
d
— 22 Flu(t, )] (2) = Sl ))(=).

La condicién incial se transforma en
Flu(0,))(z) = / (0, 2)e d
= [ @i = A

por lo que tenemos el problema de condiciones iniciales

{ =22 Flu(t, )](2) = gFlu(t,)](2), t >0,
Flu(0,)](z) = F[f1(2),

que como sabemos del cdlculo de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias tiene por solucién

2

Flu(t,))(2) = F[fl(z)e™*".
La solucién de la ecuacién la escribimos formalmente como
FIAE)e (@) = fla)« F e ()

u(t,r) = .7:;[
= /_ flz— ) F e (s)ds.

Calculamos entonces F~'[e~*"*](x) teniendo en cuenta que
Fle ?)(2) = V2me #*/2,
Partiendo de esta expresién y haciendo el cambio de escala y = /v/2t tenemos que

FleP)e) = Fle/")(2) = VaLFle ™ )(=v/20)
= \/%\/%6_(7‘\/2_75)2/2 — 2\/Ee—tz2’

por lo que

2 1 2
]_-—1[6—2 t](x) —x /2t‘

= e
2/t

Entonces 1

u(t,z) = /_OO flz — 8)2\/E682/2td$
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4.6. Ejercicios
1. Encontrar la transformada de Fourier de las siguientes funciones (a > 0):

cosr |x| <m/2,

@) f(x):{ 0 |z >7/2.
0 s@={ e

lz| > a.
_Ja—lal |z[<a,
c) f(:l?)—{ 0 z| > a.
2. Calcular la convolucién f * f es los siguientes casos (@ > 0):
1 |z| <a,
a) f(x)—{ 0 |z| > a
b) f(z)=el

3. Calcular la transformada de Fourier inversa de la funcién F(z) = e™**/(1 4 22).

4. Sig(t) = f(t — a), demostrar la férmula
Flol(z) = e F[f](2).

5. Resolver el problema
Up = Uy, T E€R, >0,
u(0,z) = f(z), z € R,

donde:

CL.’Z2

-
1 |z| <a,
0 |z| > a.
ho(l‘)

siendo hg la funcién de Heaviside.

a) f(z)
b)  flx)
c) flx)

6. Utilizar la transformada de Fourier para obtener la solucién formal del problema

X

Uy = Ugy + Uy, T € R, >0,
uw(0,z) = f(z), z € R.

7. Utilizar la transformada de Fourier para obtener la solucién formal del problema

Upe T Uy, =0, 7€ R, 0 <y <1,
u(z,0) =0, z € R,
u(z,1) = f(z), z € R.
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