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Introduccion

Introduccion

Introduccion

Este tema se dedica al analisis de estructuras por el método
del equilibrio, para lo cual se presentara:

@ La deduccioén de las ecuaciones generales de una pieza
recta de seccion variable.

Q@ La formulacion del método del equilibrio.

© La formacion y resolucién del sistema de ecuaciones de
equilibrio.

©Q La obtencion de los diagramas de esfuerzos y reacciones
de la estructura.
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Ecuaciones generales de la pieza recta

Ecuaciones generales de la pieza recta

nciones

@ Se consideran las deformaciones producidas Unicamente por momentos
flectores.

@ Se desprecian las deformaciones producidas por esfuerzos axiales y cortantes.

@ Se consideran correctos los resultados porque asumimos que los esfuerzos
despreciados (axiales y cortantes) tienen una influencia reducida en las
estructuras que se van a estudiar.

Ecuaciones generales de la pieza recta

Estas ecuaciones relacionan los momentos en los extremos de la pieza con:
@ Cargas aplicadas directamente sobre la pieza.
@ Giros de la tangente a la elastica en cada extremo.

@ Desplazamientos relativos (perpendicular al eje longitudinal inicial de la pieza)
entre los extremos de la pieza.
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Ecuaciones generales de la pieza recta

Ecuaciones generales de la pieza recta

Criterio de signos

Sea el estado general de carga y deformacioén de la siguiente pieza. El criterio de
signos que se adopta es:

@ Momentos positivos — Sentido horario.

@ Giros positivos — Tangente a la elastica en un extremo gira en el sentido horario
respecto a su posicion inicial.

@ Desplazamientos relativos positivos — Giro en sentido horario de la pieza.
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Ecuaciones generales de la pieza recta

Obtencidn de las ecuaciones generales de la pieza recta

Para obtener las ecuaciones generales de la pieza recta se procedera de la siguiente
forma:
o Se ignora el desplazamiento relativo entre los extremos de la pieza (dj = 0), y
se consideran por separado los efectos de:

@ La carga exterior.
@ Los giros en cada uno de los extremos.
@ El desplazamiento relativo entre ellos.

@ Se considera el desplazamiento relativo entre los extremos de la pieza.

Q Se superponen los momentos producidos por las cargas exteriores y los giros
en los extremos, con los momentos producidos por los giros y desplazamientos
entre los extremos de la pieza.
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Ecuaciones generales de la pieza recta

Ecuaciones ignorando el desplazamiento relativo entre los exiremos (dj; = 0)

Se consideran por separado los siguientes efectos:

Caso general

q(x), F, M, 0, 0;; #0
@ Momento en i: M # 0.
@ Momento en j: Mj # 0.

0,
q(x),F,.M
M. M,
i \ - ﬂ/ J
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Ecuaciones generales de la pieza recta

Ecuaciones ignorando el desplazamiento relativo entre los exiremos (dj; = 0)

Se consideran por separado los siguientes efectos:

Empotramiento perfecto

q(x) #0,0;=0;;=0
@ Momento en i: M; # 0.

@ Momento en j: Mﬂe #0.
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Ecuaciones generales de la pieza recta

Ecuaciones ignorando el desplazamiento relativo entre los exiremos (dj; = 0)

Se consideran por separado los siguientes efectos:

Giro en el extremo i

q(X) = 0, 9,‘,’ ;ﬁ 0, 91',' =0
@ Momento en i: k;6; debido al giro en /.
@ Momento en j: 3jkji0; por transmision de i a j.

B;

J \"i;gif — Bik;0;
_

B
~

Giro en el extremo i.
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Ecuaciones generales de la pieza recta

Ecuaciones ignorando el desplazamiento relativo entre los exiremos (dj; = 0)

Se consideran por separado los siguientes efectos:

Giro en el extremo j

q(X) = 0, 9,'/' = 0, 0/',' 7é 0
@ Momento en i: B;ik;i0; por transmision de j a i.
@ Momento en j: k;6;; debido al giro en j.

Buk;6yu k,,.e,,.
y B 0, .
IZI / \ g]

Giro en el extremo j.
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Ecuaciones generales de la pieza recta

Ecuaciones ignorando el desplazamiento relativo entre los extremos (dj; = 0)

@ Aplicando el principio de superposicion a los tres estados
anteriores, se tiene:
M,'j = Mi/e aF k,'j@,'j = ﬁjikj,'@j,'
M = Mg + Kibji + Bijki0
@ Aplicando el teorema de reciprocidad de Rayleigh-Betti
(ﬁ,jk,j = ﬂj,kj,) se tiene:
M,'j = M,? = k/j(@,’j =+ /3ij9ji)
M = M + kii(Bjif; + 6ji)
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Ecuaciones generales de la pieza recta

Teorema de reciprocidad de Rayleigh-Betti

@ En un cuerpo eléstico lineal sometido a dos sistemas de fuerzas, el trabajo que
realizara el primer sistema de fuerzas al moverse a través de los
desplazamientos producidos por el segundo sistema de fuerzas, es igual al
trabajo que producira el segundo sistema de fuerzas al moverse a través de los
desplazamientos producidos por el primer sistema de fuerzas.

@ Para la barra de la figura, aplicando este teorema se tiene:
k00 + Biiki06ji = Bjiki%if; + k;i6ji0
de donde se obtiene,
Biikij = Bjikii

N By 00~

WV%J

Buky®, k0,
B 0,
i ~— i
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Ecuaciones generales de la pieza recta

Ecuaciones considerando el desplazamiento relativo entre los exiremos (dj; # 0)

Para el caso méas general, en el que si que se producen desplazamientos relativos en
los extremos de la pieza, se afaden a los momentos de la solucion anterior los
producidos por un desplazamiento relativo (sin giro) de los extremos de la pieza. Lo
cual se realiza en dos fases:
0 Rotacion de la pieza como sélido rigido (sin deformacion), hasta alcanzar el
desplazamiento dj;.
@ Aplicacién de los momentos necesarios para anular los giros en los extremos
producidos en la fase anterior.
”

M
A f

i
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Ecuaciones generales de la pieza recta

Ecuaciones considerando el desplazamiento relativo entre los exiremos (dj; # 0)

. : : djj
@ En la primera fase, los giros producidos son 1;; = —L' .
ij

@ Al aplicar los momentos necesarios para anular los giros tengo:
d..
0= MY + kj(0; + Bj6) — MS = —kii(0; + Bj0;) = —kj(1 + 5,-,)L—Z_

d..
0 = MY + k(B + 65) — MY = —ki(Bi0;; + ) = —ki(1 + ﬁji)fZ_

i ot J
M 7 Yy
Ji 4,
Y
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Ecuaciones generales de la pieza recta

Ecuaciones generales de la pieza recta

@ Superponiendo estos momentos a los producidos por las cargas exteriores y los
giros en los extremos, las ecuaciones que relacionan los momentos con los
giros y los desplazamientos en los extremos son:

d..
M,‘j = M,? + k,j(e,j =F 5,-,-0,-,) = k,](1 =+ B/])i
i L;

a;
M = Mg + Ki(B;i0; + 65i) — ki(1 + ﬁji)f:;

4El; 1
@ Para piezas con inercia constante se cumple kj = kj = TU y Bjj = Bji = 5:
7
4El; 0. 6El;
M; = M¢ Yo, + 2Ly — 4 d
U it Ly (65 + 2 ) Lizj if
4El; 0 6El;
M;i = M;,?Jr L (E +0ji) — ?le]
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Piezas con un extremo articulado

Ecuaciones generales de la pieza recta

Pieza con un extremo articulado

@ Sea la pieza de la figura, rigidamente unida a un nudo en el extremo i y
articulada en el extremo j.

@ Puesto que el extremo j esta articulado — Mj; = 0.
@ Las ecuaciones que relacionan los momentos con los giros y desplazamientos:

d..
M,’j = Mije + k;j(@,‘/ + 5,'/'(9]',') - k,'j('l A BU)TU
I

d.,
0 = M? + kii(Bjifj + 0i) — ki(1 + 5/1‘)?:;

w
5 | l l l 4(x),n(x)
\ A Y
B, 5,
y i, E,I(x) 4—’% .
. - | J ——
. i . 5 nl_ve,!r5|v al
, J % Politécnica
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Piezas con un extremo articulado

Ecuaciones generales de la pieza recta

Pieza con un extremo articulado

@ Multiplicando la segunda expresion por j;;, restandola a la primera y
reagrupando términos utilizando el teorema de reciprocidad de Rayleigh-Betti
(Bjikij = Bjikii), se tiene:

d.,
My = (M7 — B;iM7) + ki(1 — B;iB3;i)6; — Ki(1 — 5/;5//)?:;

[B| l l l g ||

B
, i E,I(x iy
= = =/
L; g >, Universidad
, J £y Politécnica
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Ecuaciones generales de la pieza recta

Pieza con un extremo articulado

@ Con lo que se pueden plantear las ecuaciones generales de comportamiento de
una pieza con un extremo articulado empleando para el extremo rigido:

@ Momento de empotramiento perfecto virtual: M,.je./ = M; — ,Bj,-l\/lﬁ
@ Rigidez virtual: k,.; = kij(1 — B;Bji)

@ Quedando: J

e 10, _ gt 2

M = Mij S k,-jO,] k,-j L.

ll v
1 ] l l g(x).n(x)
y 4 y
B, B,
z% L AN E,I(x) 4_1%1
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Ecuaciones generales de la pieza recta

Pieza con un extremo articulado - Inercia constante

4El;
@ Para piezas con inercia constante, kj = kj = —” y Bj = Bji = >
Ly
4El; 1 1 _ SEl;
k’ = ( Bljﬂjl) == U =a5)= L“”
if
@ Por lo que la expresion de la pieza con un extremo articulado quedaria:
My = M ko — k8 — e 4 3Elg  SEhi
f/—,-,-+,-,'i/*,',~L i T ij*ngjij
1] ] l a(x),m(x)
y 4 y
B; B
l§|_’> E,I(x) 4—’%,
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Tema 21: El método del equilibrio en estructuras de
nudos rigidos.

@ E! método del equilibrio en estructuras de barras de nudos
rigidos
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El método del equilibrio

El método del equilibrio

Las caracteristicas del método del equilibrio son:

0 Adopta como incognitas los grados de libertad de la estructura (giros y
desplazamientos no restringidos por los apoyos).

@ Emplea las relaciones fundamentales de Teoria de Estructuras siguiendo la
secuencia:

@ Compatibilidad.
@ Ley de comportamiento.
@ Equilibrio.
Q Obtiene los esfuerzos en las barras a partir de los giros y los desplazamientos.

<
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El método del equilibrio en estructuras de barras de nudos rigidos

El método del equilibrio - grados de libertad

Grado de traslacionalidad

El grado de traslacionalidad de una estructura es el nimero de grados de libertad de
desplazamientos independientes de la misma. Ademas, coincide con el nimero de
grados de libertad del mecanismo completo si se cumplen las siguientes asunciones:

@ No se producen deformaciones axiales en las piezas.

@ Cada pieza introduce una ligadura entre los desplazamientos de los nudos a los
que esta unida.

Clasificacion de estructuras segun los grados de libertad

Se consideraran dos tipos de estructuras:

@ Estructuras intraslacionales: Son aquellas en las que no se producen
desplazamientos de los nudos, por lo que los grados de libertad corresponden a
los giros en los nudos libres.

@ Estructuras traslacionales: Son aquellas estructuras, en las que ademas de
giros en los nudos, se producen desplazamientos relativos entre los extremos de | sidad

. nica
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El método del equilibrio - grados de libertad

1 - Grados de libertad de un mecanismo

Los grados de libertad de un
mecanismo vienen dados por:
m=2n—be—r

siendo:
@ 1: nimero de nudos.
o be: nimero de vinculos independientes
producidos por las b piezas (be < b).

@ 1 namero de restricciones de
desplazamientos en los apoyos.

Mecanismo equivalente 1.

m=2n—be —r
m=2.-9-8-8=2
Grado de traslacionalidad: 2. l;‘!E, Politécnica
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El método del equilibrio en estructuras de barras de nudos rigidos

El método del equilibrio - grados de libertad

1 - Grados de libertad de un mecanismo

Los grados de libertad de un 1 2
mecanismo vienen dados por:
m=2n—Dbe —r

siendo: 1 3
@ 1: nimero de nudos.
@ be: nimero de vinculos independientes Estructura 2.

producidos por las b piezas (be < b).

@ 1 namero de restricciones de
desplazamientos en los apoyos.

m=2n—be—r
m=2.3-2_4=2 -
Grado de traslacionalidad: 0. Mecanismo equivalente 2igy, Universidad
%

Politécnica
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El método del equilibrio - grados de libertad

1 - Grados de libertad de un mecanismo

Los grados de libertad de un
mecanismo vienen dados por:
m=2n—be—r
siendo:
@ 1: nimero de nudos.

o be: nimero de vinculos independientes
producidos por las b piezas (be < b). Estructura 3.

@ 1 namero de restricciones de
desplazamientos en los apoyos.

m=2n—be —r
m=2.-3-2-3=1
Grado de traslacionalidad: 1. ¥277. 5 Politécnica
=
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El método del equilibrio en estructuras de barras de nudos rigidos

El método del equilibrio - grados de libertad

1 - Grados de libertad de un mecanismo

Los grados de libertad de un
mecanismo vienen dados por:
m=2n—Dbe —r
siendo:
@ 1: nimero de nudos.
o be: nimero de vinculos independientes
producidos por las b piezas (be < b).

@ 1 namero de restricciones de
desplazamientos en los apoyos.

Ejemplo 4

m=2n—be —r
m=2-5—-4—-4=2
Grado de traslacionalidad: 2.

Estructura 4.
3

bz

9 5 Universidad
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de Cartagena




El método del equilibrio en estructuras de barras de nudos rigidos

El método del equilibrio - compatibilidad

2 - Compatibilidad

@ Compatibilidad interna: Los desplazamientos y giros en los extremos de las
piezas que concurren a un nudo deben ser los mismos.

@ Compatibilidad externa: Deben cumplirse las condiciones de giro y

desplazamiento existentes en los apoyos de la estructura (condiciones de
contorno geomeétricas o cinematicas).

Compatibilidad interna

Sea el nudo i al que concurren las piezas i — j,i — m, ..., i — n, en el que para que
exista compatibilidad interna se debe cumplir:
dix = dmx = ... = dpx = Dy
djyy = dmy = = dpy = Dy
i = O = = O = 0
Universidad
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El método del equilibrio - compatibilidad

2 - Compatibilidad

@ Compatibilidad interna: Los desplazamientos y giros en los extremos de las

piezas que concurren a un nudo deben ser los mismos.

@ Compatibilidad externa: Deben cumplirse las condiciones de giro y
desplazamiento existentes en los apoyos de la estructura (condiciones de

contorno geomeétricas o cinematicas).

m

Compatibilidad externa: giros k

En el nudo /i de la siguiente estructura "
se debe cumplir:
Oik = Oim = Oin = 0j = 0;

6.,

Compatibilidad de giros.V

Universidad
Politécnica
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El método del equilibrio - compatibilidad

2 - Compatibilidad

@ Compatibilidad interna: Los desplazamientos y giros en los extremos de las
piezas que concurren a un nudo deben ser los mismos.

@ Compatibilidad externa: Deben cumplirse las condiciones de giro y

desplazamiento existentes en los apoyos de la estructura (condiciones de
contorno geomeétricas o cinematicas).

w3
D
1
Compatibilidad externa: desplazamientos D
4
Las condiciones de compatibilidad seran las 2
siguientes:
dy = dis = D
sy = -D
gy = O N
w1 V//////S ‘1I.V€FSIV a
slitécnica

Compatibilidad de desplazar;;enf’ﬁ&a”age”a
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El método del equilibrio - compatibilidad

2 - Compatibilidad

@ Compatibilidad interna: Los desplazamientos y giros en los extremos de las
piezas que concurren a un nudo deben ser los mismos.

@ Compatibilidad externa: Deben cumplirse las condiciones de giro y

desplazamiento existentes en los apoyos de la estructura (condiciones de
contorno geomeétricas o cinematicas).

Compatibilidad externa: desplazamientos

Las condiciones de compatibilidad seran las
siguientes:
D
dz2 = —
seﬁa
d- =
34 senps
d23 = 7D(L =+ L G 7 1|i_vgrsidad
e Compatibilidad de desplazar?)?entpggéf:ﬁg;aena




El método del equilibrio en estructuras de barras de nudos rigidos

El método del equilibrio - ley de comportamiento

3 - Comportamiento

@ Para cada una de las barras de la estructura se tienen las dos ecuaciones que
relacionan los momentos con las cargas aplicadas, los giros y los
desplazamientos relativos de los extremos.

@ Para una barra genérica se tiene:
M = M -+ ki(05 + B6;) — ki1 + i) -
ij

M = M7 + K;i(8;ib;; + 0ji) — Ki(1 + Bj[)f:';

> Universidad
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El método del equilibrio en estructuras de barras de nudos rigidos

El método del equilibrio - ley de comportamiento

4 - Equilibrio ;

A M
@ Equilibrio de momentos: La suma de todos los momentos M
que actiian sobre un nudo i, momentos exteriores (M;) y
momentos en los extremos de las piezas (3_;, Mj), debe ser /{
igual a cero: ™~
M; — Z M,-j =0 M,
b N
M}i . Mli
@ Equilibrio de fuerzas: Las resultantes de las fuerzas en las AY 7 !
. N N . . 3 M,] Mil 1
direcciones de dos perpendiculares arbitrarias son cero en Vi \
cada nudo:
SR=0 3F=0 ~
Estas expresiones se pueden poner en la forma: M,
A3 Y=0
b
Siendo: M,
@ > Fj:Lasuma de las proyecciones de las fuerzas 4
exteriores sobre la direccion i del desplazamiento. o
@ >, Vj:Lasuma de las proyecciones de los Equilibrio de momentos
esfuerzos axiales y cortantes sobre las barras que en un nudo.
se ven afectadas por el desplazamiento en la Wity
direccin i. ) €% Politécnica

de Cartagena
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El método del equilibrio en estructuras de barras de nudos rigidos

El método del equilibrio

El método del equilibrio

o Seleccion de incagnitas: Las incognitas son los n giros y los m desplazamientos independientes que no
estan restringidos en los apoyos.

Compatibilidad: Los giros y los desplazamientos en los extremos de las barras se ponen en funcién de
m + nincdgnitas.

Ley de comportamiento: Se plantean 2b ecuaciones de comportamiento, en las que se sustituyen las
condiciones de compatibilidad. Se tienen 2b ecuaciones con 2b + m + n incégnitas, es decir, las incognitas
del método mas los 2b momentos en los extremos de las barras.

Equilibrio: Introduciendo las 2b ecuaciones anteriores en las n ecuaciones de equilibrio de momentos y m
ecuaciones de equilibrio de fuerzas, se llega a un sistema de m + n ecuaciones de equilibrio con m + n
incognitas.

Obtencion de giros y desplazamientos: De las ecuaciones de equilibrio se obtienen n giros y los m
desplazamientos relativos de la estructura.

Obtencion de esfuerzos: Sustituyendo los valores de los giros y desplazamientos relativos en las 2b

ecuaciones de comportamiento de las barras, se obtienen los momentos en los extremos de las mismas.
Aplicando equilibrio se obtienen los momentos flectores y los esfuerzos cortantes en cualquier punto.

©0 0 00

o Obtencion de giros y desplazamientos en otros puntos: Tenemos diferentes opciones:

@ Se afade una pieza con un extremo en el punto en el que se quieren determinar los giros y
desplazamientos y el otro extremo en un punto en el que se conozca el giro y el desplazamiento.

Se plantean las ecuaciones de comportamiento con las que obtener el giro y desplazamiento en sidad
dicho punto. nica
@ TFV, Teoremas de Mohr, segundo teorema de Castigliano, ... :agena
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