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Introducción a las ondas planas

Ondas Planas
Problema de una antena conectada a un
transmisor y ver como pueden generarse
ondas de radio.

Siempre que existan interacciones eléctricas

la respuesta se encuentra en las ecuaciones

de Maxwell.

Figura: Onda radiada por una antena

∇× ~E = −jωµ~H

∇× ~H = ~J + jωǫ~E

∇~D = ρ

∇~B = 0

Ondas Planas
La antena tiene una densidades de corriente in-
ducidas ~J que son las que producen los campos
electromagnéticos en nuestra estructura. Cerca de
la antena el problema a resolver está caracterizado
por las Ec. Maxwell completas Lejos de la antena
ya no existirán las fuentes del campo, luego pode-
mos poner ~J = 0.

∇× ~E = −jωµ~H

∇× ~H = jωǫ~E

∇~D = 0

∇~B = 0

Ahora podremos tener todas las componentes de

los campos y todas las variaciones posibles con

respecto a (x , y , z), luego este es un problema vec-

torial en derivadas parciales. El problema está su-

jeto a las condiciones de contorno de la geometría.

Supondremos espacio libre para simplificar al má-

ximo las condiciones de contorno.
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Resolución de la ecuación de onda

Cálculo Campo Eléctrico
Tomo rotacionales en la ley de Faraday.

∇× (∇× ~E) = −jωµ(∇× ~H)

Aplicamos la identidad vectorial
∇× (∇× ~A) = ∇(∇ · ~A) −∇2~A:

∇(∇ · ~E) −∇2~E = −jωµ(∇× ~H)

Pero ∇ · ~E = 0 (ley de Gauss) en un
medio isótropo y homogéneo,

−∇2~E = −jωµ(∇× ~H)

Introduciendo en la ecuación anterior,

−∇2~E = −jωµ(jωǫ)~E = ω2µǫ~E

Cálculo Campo Eléctrico

Definimos la constante k2 = ω2µǫ, ya
es conocida por nosotros y la llamamos
constante de propagación del medio.

∇2~E + k2~E = 0

La expresión anterior se trata de una
ecuación vectorial en derivadas parcia-
les, tenemos una ecuación por cada com-
ponente del campo eléctrico, por ejemplo
para la componente x:

∂2Ex

∂x2
+

∂2Ex

∂y2
+

∂2Ex

∂z2
+ k2Ex = 0

Vamos a usar el método de separación
de variables en coordenadas rectangula-
res para resolver la ecuación en deriva-
das parciales.
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Resolución de la ecuación de onda

Método de separación de variables
Suponemos que Ex puede expresarse como el producto de
tres funciones, cada una dependiendo de una sola coorde-
nada, esto sólo será cierto para determinadas geometrías.
Como estamos en espacio libre veremos que sí que será
cierto. Introduciremos en la ecuación en derivadas parcia-
les:

G(y)H(z)
∂2F (x)

∂x2
+ F (x)H(z)

∂2G(y)

∂y2

+ F (x)G(y)
∂2H(z)

∂z2
+ k2F (x)G(y)H(z) = 0

Divido toda la ecuación por F (x)G(y)H(z) resultando:

1
F (x)

d2F (x)

dx2
+

1
G(y)

d2G(y)

dy2
+

1
H(z)

d2H(z)

dz2
+ k2 = 0

Para que la relación anterior pueda ser cero para todo

(x , y , z), cada sumando debe ser igual a una constante.

Método de separación de variables

1
F (x)

d2F (x)

dx2
= −k2

x

1
G(y)

d2G(y)

dy2
= −k2

y

1
H(z)

d2H(z)

dz2
= −k2

z

−k2
x − k2

y − k2
z + k2 = 0

k2 = k2
x + k2

y + k2
z

Las ecuaciones que quedan son ecuaciones
diferenciales lineales de segundo orden cuya
solución conocemos y son del mismo tipo que
encontramos para cada línea de transmisión.

F (x) = Ax e−jkx x + Bx ejkx x

G(y) = Ay e−jky y + By ejky y

H(z) = Aze−jkzz + Bzejkzz
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Resolución de la ecuación de onda
Solución Campo Eléctrico
En las expresiones previas tenemos ondas que se propa-
gan según el eje x con constante de propagación kx . Del
polinomio característico de la ecuación diferencial resulta

x2 + k2
x = 0 ; x2 = −k2

x ; x = ±jkx

Las constantes se calculan imponiendo las condiciones de
contorno. Como estamos en espacio libre no existirá onda
reflejada en ninguna dirección Bx = By = Bz = 0. Entonces
la componente Ex del campo eléctrico será:

Ex (x , y , z) = F (x)G(y)H(z) = Ax Ay Aze−jkx x e−jky y e−jkzz

Se define la constante Cx = AxAy Az de forma que tenemos:

Ex (x , y , z) = Cx e−j(kxx+ky y+kz z)

~k = kx êx + ky êy + kz êz

~r = xêx + yêy + zêz

~r es el vector de posición de un punto cualquiera en carte-

sianas.

Solución Campo Eléctrico
Podemos escribir de forma compacta:

Ex (x , y , z) = Cx e−j~k·~r

El término ~k es ahora un vector que se llama
vector de propagación, vemos su módulo.

|~k |2 = ~k · ~k = k2
x + k2

y + k2
z = k2 = |~k |2

Vemos que ~k es un vector cuyo módulo da la
constante de propagación de la onda, y cuya
dirección da la dirección en la que se propaga
la onda.

~k = |~k |êk

El término ~k al ser un vector se puede escribir

con su notación módulo-dirección. Luego la

expresión previa corresponde a una onda que

se propaga en la dirección êk . No existe onda

reflejada porque nos encontramos en espacio

libre.
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Resolución de la ecuación de onda

Campo eléctrico para el resto de coordenadas
De la misma manera podemos obtener las otras componentes del campo eléctrico si repe-
timos todo el proceso obtenemos:

Ey (x , y , z) = Cy e−j~k·~r

Ez(x , y , z) = Cze−j~k·~r

Veamos ahora como queda el campo eléctrico total:

~E = Ex êx + Ey êy + Ez êz = (Cx êx + Cy êy + Cz êz)e
−j~k·~r

Luego el carácter vectorial está en la constante:

~C = Cx êx + Cy êy + Cz êz

De este modo escribimos:
~E = ~Ce−j~k·~r

La expresión tiene la misma forma que la tensión en una línea de transmisión infinita. Ade-

más refleja claramente un campo vectorial propagándose en dirección êk con la constante

de propagación |~k | = k . La propagación es entonces del del mismo tipo que en una línea

de transmisión.
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Obtención del campo magnético

Campo magnético
Partiendo de la ley de Faraday tenemos:

~H = − 1
jωµ

(∇× ~E)

Introduciendo el valor para el campo eléc-
trico que hemos hallado:

~H = − 1
jωµ

h

∇× (~Ce−j~k·~r )
i

Ahora usamos la relación vectorial:

∇× (f ~C) = (∇f × ~C) + f (∇× ~C)

Pero ~C en nuestro caso es un vector

constante, por lo que toda la variación es-

tá fuera de ~C, luego ∇× ~C = 0.

Campo magnético

~H = − 1
jωµ

h

(∇e−j~k·~r ) × ~C
i

Vamos a calcular el gradiente de esta fun-
ción escalar:

(∇e−j~k·~r ) =

„

∂

∂x
êx +

∂

∂y
êy +

∂

∂z
êz

«

e−jkx x e−jky y e−jkzz

= −jkxe−jkx x e−jky y e−jkzz êx

+ e−jkx x (−jky )e
−jky y e−jkzz êy

+ e−jkx x e−jky y (−jkz)e
−jkzz êz

= (−jkx êx − jky êy − jkz êz)e
−j~k·~r

= −j~ke−j~k·~r = −j |~k |êk e−j~k·~r

Fernando D. Quesada (UPCT, Dpto. TIC) Ondas Electromagnéticas 10 de enero de 2012 9 / 80



Obtención del campo magnético

Campo magnético

Introduciendo ∇e−j~k·~r en la ecuación de ~H obtene-
mos:

~H = − 1
jωµ

(−j)k(êk × ~C e−j~k·~r )

=
k

ωµ
(êk × ~E) =

1
ωµ/k

(êk × ~E)

y llamamos Zc = ωµ
k . De este modo,

~H =
1
Zc

(êk × ~E)

A Zc = ωµ
ω
√

µǫ
=
p

µ/ǫ se le llama impedancia in-

trínseca del medio y se ve que es la impedancia ca-

racterística de una línea de transmisión equivalen-

te. Si consideramos el campo eléctrico como una

onda de tensión y el campo magnético como una

onda de corriente. Zc es la impedancia característi-

ca en una línea de transmisión.

Onda como línea de Tx
equivalente

k̄ êk

k , Zc

Figura: Propagación de una onda
como línea de transmisión equivalente

La propagación de una onda de este

tipo puede modelizarse con una línea

de transmisión dirigida según êk

(dirección de propagación de la onda) y

con la constante de propagación k e

impedancia característica Zc .
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Onda electromagnética

Relación campo eléctrico-magnético

~H =
1
Z0

(êk × ~E)

Transformando esta ecuación al dominio del tiempo nos di-
ce que ~H es perpendicular a la dirección de propagación
y a ~E . De la ecuación de la divergencia, además, obtene-
mos:

∇ · ~E = ∇ · (~Ce−j~k·~r ) = 0

Hacemos uso de la siguiente identidad vectorial:

∇ · (f ~C) = ~C(∇f ) + f (∇ · ~C)

donde ~c es constante, luego ∇ · ~C = 0, por tanto:

∇ · ~E = ~C(∇e−j~k·~r ) = −j~k · ~Ce−j~k = −j~k · ~E = 0

α ↑↑ luego ~k · ~E = 0, si transformamos esta ecuación en el

dominio temporal, la condición dice que ~E es perpendicular

a la dirección de propagación.

k̄
~E

~H

Figura: El campo
eléctrico y el
magnético son
transversales a la
dirección de
propagación ~k

Típica onda, es

transversal, como

además ~E y ~H son

transversos a ~k ,

también se llama onda

TEM (transversa

eléctrica y magnética).
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Reseña histórica
Historia ondas electromagnéticas
Las ecuaciones de Maxwell predican la existencia de ondas transversas en el vacío, un

resultado poco evidente para los científicos de la época. De hecho se pensaba que sólo

ondas longitudinales podían existir en el vacío. Este es el caso de las ondas de sonido que

ya se conocían. Las ondas transversales también se conocían pero se pensaba que hacía

falta un sólido elástico donde se pudiera propagar, con el fin de convertir las vibraciones

transversales de las partículas en un movimiento longitudinal. Caso de la piedra que cae

en el estanque que desplaza las partículas hacia abajo, y la onda se propaga sobre la

superficie. Peor ocurrió cuando se descubrió que la luz era una onda transversal, del tipo

mostrado, y que se propagaba en el aire, se pensó entonces que el aire podía tener pro-

piedades de sólido elástico, que pudiera transmitir estas ondas. Existen más problemas,

ya que la luz llega desde el Sol y atraviesa el espacio que es vacío. Los científicos pensa-

ron entonces que debía existir un medio llamado éter que llenaba el espacio. Se hicieron

cálculos y se obtuvo el coeficiente de elasticidad que debía tener este medio éter para per-

mitir la propagación de la luz, a su velocidad que ya se conocía. Sabían que el éter debía

ser bastante rígico con un coeficiente de elasticidad muy bajo. Surge otro problema. Las

órbitas de los planetas se calcularon usando la mecánica de Newton (gravitación universal)

sin tener en cuenta ningún medio éter y los resultados son correctos. De haber existido un

medio como el éter su rigidez habría afectado mucho al movimiento de los planetas. Al final

se rechazó la existencia del éter y hoy sabemos que las ondas transversales pueden pro-

pagarse en el vacío. Este hecho también es previsto por las ecuaciones de Maxwell válidas

hasta la fecha y que resultan modificadas por los principios relativistas de Einstein.
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Modelo de onda plana

Modelo onda plana
El modelo de onda plana sólo es válido lejos de la antena, cerca de la antena hay que

resolver otras ecuaciones donde aparecen (~J, ρ) las fuentes del campo. No lo vamos

a hacer pero lo que ocurre cerca de la antena es que la onda radiada es esférica.

¿Por qué se llama onda plana y onda esférica?

Onda Plana Local

Figura: Una onda esférica de forma local
se puede aproximar por una onda plana

z1 z2

Figura: Todos los puntos en z = z1 tienen
la misma fase. Para cambiar de fase nos
desplazamos a z = z2. La fase cambia y
todos los puntos del mismo plano tienen la
misma referencia
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Onda plana con indencia normal a un dieléctrico
Resolución directa con ondas planas

Onda plana normal a un dieléctrico

Vamos a estudiar ahora la propaga-
ción de un onda que incide normal-
mente a un dieléctrico. Hay que ver
la fase de los campos electromag-
néticos.

Ex

Hy
k̄1

ǫ0, µ0 ǫ0ǫr , µ0µr
x

y z

(1) (2)

Figura: Propagación de onda plana
que incide normalmente a un
dieléctrico

Modelo equivalente de línea de
transmisión
Sabemos que estas ondas se
propagan como en una línea de
transmisión, luego el problema es
equivalente al siguiente.

ǫ0, µ0 ǫ0ǫr , µ0µr

0 z

∞

Figura: Modelo de línea de transmisión
equivalente al de onda plana.
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Onda plana con indencia normal a un dieléctrico
Resolución directa con ondas planas

Onda Plana
En la primera línea de transmisión ahora si que existirá onda incidente
y reflejada:

~E (1) = ~Ci e
−j~ki ·~r + ~Cr e

j~ki ·~r

Como la segunda línea de transmisión es infinita, entonces sólo existe
onda incidente:

~E (2) = ~Ct e
−j~k2·~r

El problema de la onda incidente sobre un dieléctrico puede abordarse
de forma vectorial sabiendo que el campo eléctrico es transverso a la
dirección de propagación.

~E = Et êt

k̄1

ǫ0, µ0 ǫ0ǫr , µ0µr

x

y z
z = 0

(1) (2)

Figura: Propagación de onda plana resuelta de forma vectorial
sabiendo que el campo eléctrico es transverso a la dirección de
propagación

Modelo de línea
equivalente

El campo ~E puede tener
cualquier dirección
transversa a la dirección de
propagación (êt ). El
problema también puede
estudiarse así:

k1, Z01
k2, Z02

0 z

(1) (2)

∞

Figura: Modelo de línea de
transmisión equivalente al de
onda plana.
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Onda plana con indencia normal a un dieléctrico
Resolución directa con ondas planas

Resolución
En el medio (1) tenemos onda incidente y onda refle-
jada:

~E (1) = ~Ci e
−j~ki ·~r + ~Cr ej~k1·~r

En el medio (2) sólo hay onda transmitida:

~E (2) = ~CT e−j~k2~r

Las direcciones de los campos son siempre las mis-
mas. No cambian en este problema, todos los cam-
pos están dirigidos según la dirección transversal êt .

~Ci = |~Ci |êt

~Cr = |~Cr |êt

~CT = |~CT |êt

Resolución
Sacando factor común tenemos:

~E (1) = |~Ci |êt

 

e−j~k1·~r +
|~Cr |
|~Ci |

ej~k1·~r

!

ρ =
|~Cr | → Amp. Onda Reflejada

|~Ci | → Amp. Onda Incidente

Como las direcciones no cambian

resulta ser escalar. Es un coefi-

ciente de reflexión es escalar.
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Onda plana con indencia normal a un dieléctrico
Resolución directa con ondas planas

Resolución
De forma similar definimos:

τ =
|~CT | → Amp. Onda Transmitida

|~Ci | → Amp. Onda Incidente

Por tanto ahora escribimos:

~E (1) = ~Ci

“

e−j~k1·~r + ρ ej~k1·~r
”

~E (2) = τ ~Ci e−j~k2·~r

Para obtener el campo magnético utilizo:

~H =
1
Z0

(êk × ~E)

La expresión anterior es válida sólo para

ondas seperadas, no para el campo

total.

Campo magnético
Empezamos con el campo incidente.

~Hi =
1

Z01

[êk1×~E (1)
i ] =

1
Z01

(êk1×~Ci)e
−j~k1·~r

En expresiones anteriores sólo tenemos
la onda incidente. El campo magnético to-
tal se escribirá añadiendo el campo inci-
dente y reflejado, teniendo en mente que
ahora es como una corriente en la línea
de transmisión.

~H(1) =
(êk1 × ~Ci)

Z01

“

e−j~k1·~r − ρ ej~k1·~r
”

~H(2) =
êk2 × ~Ci

Z02

τ e−j~k2·~r
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Onda plana con indencia normal a un dieléctrico
Resolución directa con ondas planas

Resolución
Para nuestra geometría se tiene:

êk1 = êk2 = êz

Las ondas no cambian de dirección.

~H(1) =
êz × ~Ci

Z01

“

e−j~k1·~r − ρej~k1·~r
”

~H(2) =
êz × ~Ci

Z02

τ e−j~k2·~r

De la teoría que sabemos podemos escribir los vectores de
propagación e impedancias características.

~k1 = k0êz

~k2 = k0
√

ǫrµr êz = kt êz

Z01 =

r

µ0

ǫ0
= Z0

Z02 =

r

µ0µr

ǫ0ǫr
= Z0

r

µr

ǫr

Resolución
Se tiene que~r = xêx + yêy + zêz , y que

~k1 ·~r = k0z

~k2 ·~r = ktz

~E (1) = ~Ci

“

e−jk0z + ρ ejk0z
”

~E (2) = ~Ciτ e−jkt z

~H(1) =
êz × ~Ci

Z01

“

e−jk0z − ρ ejk0z
”

~H(2) =
êz × ~Ci

Z02

e−jkt z
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Onda plana con indencia normal a un dieléctrico
Resolución directa con ondas planas

x

y z

ên = êz

(1) (2)

Figura: Condiciones de contorno
para el campo en la frontera entre
medios

Resolución
Ahora hay que imponer las condiciones
de contorno para el campo eléctrico (ver
la figura).

ên × (~E (2) − ~E (1))
˛

˛

˛

S
= 0

êz × (~E (2) − ~E (1))
˛

˛

˛

Z=0
= 0

êz × ~E (1) = (êz × ~Ci)
“

e−jk0z + ρ ejk0z
”

êz × ~E (2) = (êz × ~Ci)τ e−jkt z

En z = 0 deben ser iguales:

1 + ρ = τ
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Onda plana con indencia normal a un dieléctrico
Resolución directa con ondas planas

Resolución
Para el campo magnético las condiciones son:

ên × (~H(2) − ~H(1))|S = ~Js

Pero no hay densidades superficiales de co-
rriente, por tanto:

êz × (~H(2) − ~H(1))|z=0 = 0

êz × ~H(1) =
êz × (êz × ~Ci)

Z01

“

e−jk0z − ρ ejk0z
”

êz × (êz × ~Ci) = (êz · ~Ci) · êz − ~Ci(êz · êz) = −~Ci

êz × ~H(1) = −
~Ci

Z01

“

e−jk0z − ρ ejk0z
”

êz × ~H(2) = −
~Ci

Z02

τ e−jkt z

Resolución
En z = 0 deben ser iguales:

−
~Ci

Z01

(1 − ρ) = −
~Ci

Z02

τ

Introduciendo τ :

1 − ρ

Z01

=
1 + ρ

Z02

Despejando ρ:

Z02 − ρZ02 = Z01 + ρZ01

ρ(Z01 + Z02) = Z02 − Z01

Finalmente se tiene:

ρ =
Z02 − Z01

Z02 + Z01

τ = 1 + ρ =
2Z02

Z02 + Z01
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Onda plana con indencia normal a un dieléctrico
Resolución con modelo de línea de transmisión

k1, Z01
k2, Z02

Zin = ZC2

∞

Figura: Modelo de línea de transmisión
equivalente al de onda plana.

k1, Z01 ZC2
= Z02

Figura: Modelo de línea de transmisión
equivalente al de onda plana. La segunda
línea de transmisión se reemplaza por una
carga equivalente.

Resolución

ρ =
Z02 − Z01

Z02 + Z01

τ = 1 + ρ =
2Z02

Z02 + Z01

k1 = ω
√

ǫ0µ0 = k0

k2 = ω
√

ǫ0ǫr µ0µr = k0
√

ǫrµr

Z01 =
p

µ0/ǫ0 = Z0

Z02 = Z0

p

µr /ǫr

Fernando D. Quesada (UPCT, Dpto. TIC) Ondas Electromagnéticas 10 de enero de 2012 23 / 80



Introducción a la polarización de ondas planas

Movimiento de los vectores de campo con el tiempo

Hemos visto el carácter vectorial de las ondas planas. El fenómeno de
polarización pasa por estudiar como evoluciona el campo eléctrico y
magnético contenido en el plano perpendicular a la dirección de propa-
gación. Puede demostrarse que una onda plana sinusoidal, su campo
eléctrico describe una elipse en el plano transversal.
Hay que tener en cuenta que este es un fenómeno que ocurre con el
tiempo, es decir cómo se mueve el campo eléctrico en el plano trans-
verso según pasa el tiempo. Hay dos efectos al pasar el tiempo.

1 La onda se propaga en la dirección êk .
2 Campo eléctrico y magnético se mueven en el plano transverso a

la dirección de propagación.

Por tanto, tenemos que ver este campo eléctrico cómo se mueve en el
tiempo.

Fernando D. Quesada (UPCT, Dpto. TIC) Ondas Electromagnéticas 10 de enero de 2012 24 / 80



Polarización en ondas planas
Evolución temporal del campo
Nosotros tenemos una onda incidente del tipo:

~E = ~Ce−j~k·~r = ~Er + j~Ei Compleja, con parte real e imaginaria

Esto es en el dominio de la frecuencia. Ahora debemos encontrar este campo en el dominio del
tiempo.

~E(t) = Re[~Eejωt ] = Re
ˆ

(~Er + j~Ei)e
jωt˜

= Re
h

(~Er + j~Ei)
`

cos (ωt) + j sin (ωt)
´

i

= ~Er cos (ωt) − ~Ei sin (ωt)

La expresión anterior es la forma general de un campo sinusoidal en el tiempo.
Vamos a representar el vector campo eléctrico para distintos instantes de tiempo (T periodo
temporal, f = 1/T ).

t = 0 ; ωt = 0 ; ~E(t = 0) = ~Er

t = T/4 ; ωt =
π

2
; ~E(t = T/4) = −~Ei

t = T/2 ; ωt = π ; ~E(t = T/2) = −~Er

t = 3T/4 ; ωt =
3π

2
; ~E(t = 3T/4) = ~Ei
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Polarización elíptica

Representación polarización elíptica

~E(t = 0) = ~Er

~E(t = T/4) = −~Ei

~E(t = T/2) = −~Er

~E(t = 3T/4) = ~Ei

Figura: Campo eléctrico con polarización elíptica.

En general el campo eléctrico describe una elipse en el plano transver-
so a la dirección de propagación(polarización elíptica).
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Polarización lineal

~Er

−~Er

~Ei

−~Ei

t = 0

t = T/4

t = T/2

t = 3T/4

Figura: Campo eléctrico con
polarización lineal (~Ei = ~Er ).

~Er

−~Er

−~Ei

~Ei

t = 0

t = T/4

t = T/2

t = 3T/4

Figura: Campo eléctrico con
polarización lineal con (~Ei 6= ~Er ).

Veamos que ocurre si ~Ei = ~Er . La elipse degenera en una recta (polarización lineal ).

La polarización lineal puede ocurrir si ~Ei 6= ~Er pero sus direcciones son las mismas,

también es polarización lineal. Es decir, ~Ei × ~Er = 0, son vectores colineales.
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Polarización circular

~Er

−~Er

−~Ei

~Ei

(t = 0)
(t = T/4)

(t = T/2) (t = 3T/4)

Figura: Campo eléctrico con polarización circular (|~Ei | = |~Er |).

Finalmente vemos que ocurre si ~Ei 6= ~Er pero |~Ei | = |~Er |. |~Ei | tiene una dirección

distinta a ~Er pero sus módulos son los mismos. Es decir, |~Ei | = |~Er |, ~Ei × ~Er 6= 0, se

trata de una polarización circular . Además salen los vectores perpendiculares y
~Ei · ~Er = 0.
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Ejes de la elipse para polarización elíptica
El único problema está en calcular los ejes de la elipse en el caso de polarización elíptica . Para ello

vamos a calcular el instante de tiempo t = τ en el que el módulo del campo eléctrico pasa por un máximo,

este instante de tiempo corresponde al paso por el eje mayor de la elipse.

Ejes polarización elíptica

|~E(t)|2 = ~ǫ(t) · ~ǫ(t) =
`

~Er cos (ωt) − ~Ei sin (ωt)
´

·
`

~Er cos (ωt) − ~Ei sin (ωt)
´

= |~Er |2 cos2 (ωt)+

|~Ei |2 sin2 (ωt) − 2~Er · ~Ei sin (ωt) cos (ωt)

Ahora para calcular el máximo hallamos la derivada:

∂|~E(t)|2
∂t

= |~Er |22 cos (ωt)(− sin (ωt))ω

+
˛

˛~Ei |22 sin (ωt)cos ωt)ω

− 2~Er · ~Ei [cos2 (ωt)− sin2 (ωt)
˜

ω = 0

Para t = τ esto debe ser cero.
n

|~Ei |2 − |~Er |2
o

2 sin (ωt) cos (ωt) =

2~Er · ~Ei
ˆ

cos2 (ωt)− sin2 (ωt)
˜

Ejes polarización elíptica
Sabemos de las relaciones trigonométricas que:

sin 2A = 2 sin A cos A

cos 2A = cos2 A − sin2 A

“

|~Ei |2 − |~Er |2
”

sin (2ωτ ) = 2~Er · ~Ei cos (2ωt)

tan (2ωτ ) =
2~Er · ~Ei

|~Ei |2 − |~Er |2

Ahora vemos que el eje menor forma π/2, luego si
t = τ tenemos el máximo (eje mayor) en t = τ +T/4
tendremos el mínimo (podría ser al revés).

ω(τ + T/4) = ωτ +
2π

T
T
4

= ωτ +
π

2

De la relación anterior resulta que el eje mayor y

menor son ortogonales.
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Ejemplo de cálculo de la polarización (Ej.1)

Cálculo de polarización
Sea una onda plana dada por su campo
eléctrico que se propaga en espacio libre.

~E = (1 + j) êx − j êy =
ˆ

(1 + j)êx − j êy
˜

e−j~k·~r

En primer lugar hay que tener en cuenta que
una onda plana tiene por expresión general:

~E = ~C e−j~k·~r Onda incidente

Luego si nos dan un vector constante lo que
realmente nos están dando es ~C y el término de
propagación se omite porque es siempre el
mismo. La onda se evalúa en el origen~r = 0.

~C = (1 + j)êx − j êy

~E = ~Ce−j~k·~r

Cálculo de polarización

Podemos ver que pasa con esta onda en ~r = 0.

~E = ~C

Vamos a separar parte real e imaginaria.

~E = êx + j(êx − êy )

~Er = êx

~Ei = êx − êy

Vamos a ver que tipo de polarización tiene esta
onda. Calculamos el producto vectorial.

~Er × ~Ei =

˛

˛

˛

˛

˛

˛

êx êy êz

1 0 0
1 −1 0

˛

˛

˛

˛

˛

˛

= êz(−1) = −êz
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Ejemplo de cálculo de la polarización (Ej.1)

Cálculo de polarización

Vemos que ~Er × ~Ei 6= 0, luego la po-
larización no es lineal. Calculamos los
módulos.

|~Er | = 1

~Ei · ~Ei = |~Ei |2 = 1 + 1 = 2 ; |~Ei | =
√

2

Luego |~Er | 6= |~Ei |, resultando que la
polarización no es circular. Por tanto, la
polarización debe ser elíptica. Vamos
a calcular los ejes de la elipse. El ins-
tante en el que el campo eléctrico pasa
por un máximo es:

tan (2ωτ ) =
2~Ei · ~Er

|~Ei |2 − |~Er |2
=

2 · 1
2 − 1

= 2

Igualando,

2ωτ = atan(2) = 1, 11 (rad)

ωτ = 0, 55 (rad)

Cálculo de polarización
Ahora calculamos el campo eléctrico en este instante de
tiempo.

~E(t) = ~Er cos (ωt) − ~Ei sin (ωt)

~E(τ ) = êx cos (0, 55) − (êx − êy ) sin (0, 55)

= êx0, 85 − (êx − êy)0, 52 = êx0, 83 + 0, 52êy

El otro eje estará en (τ + T/4).

ω(τ + T/4) = ωτ +
2π

T
T
4

= ωτ + π/2

= 0, 55 + 1, 57 = 2, 12 (rad)

~E(τ + T/4) = êx cos (2, 12) − (êx − êy ) sin (2, 12)

= −êx0, 52 − (êx − êy )0, 85

= −1, 37êx + 0, 85êy
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Ejemplo de cálculo de la polarización (Ej.1)

Cálculo de polarización

êx

êy

0, 85

−1, 37

0, 52

0, 33

t = τ

t = τ + T/4

Figura: Campo eléctrico con polarización elíptica.
Cálculo de los ejes.

La onda se propaga en ẑ, el plano transverso es (x , y). Re-
sulta ser: ~E(τ ) es el eje menor, ~E(τ +T/4) es el eje mayor.
Una comprobación es que los ejes de la elipse deben ser
perpendiculares, luego:

~E(τ ) · ~E(τ + T/4) = 0

(êx0, 33 + 0, 52êy)(−1, 37êx + 0, 85êy)

= −0, 45 + 0, 45 = 0

Una vez tenemos los ejes de la elipse ya podemos dibujar-

la.

Cálculo de la polarización
Además podemos ver la evolución del campo eléctrico con
el tiempo.

êx

êy

t = 0

t = T/4

t = T/2 11

1

Figura: Campo eléctrico con polarización elíptica.
Evolución temporal del campo.

t = 0 ; ~E(t = 0) = ~Er

t = T/4 ; ~E(t = T/4) = −~Ei = −êx + êy

t = T/2 ; ~E(t = T/2) = −~Er

t = 3T/4 ; ~E(t = 3T/4) = −~Ei

La polarización es elíptica con giro a izquierdas. También

existe la polarización con giro a derechas. Cualquier tipo

de polarización puede descomponerse en la suma de otras

dos ondas de polarización distinta.
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Descomposición en dos polarizaciones lineales (Ej.2)

Dos polarizaciones lineales
Descompondremos la polarización de la onda en dos
polarizaciones lineales y desfasadas en el tiempo
π/2. Este es el caso más sencillo.

~ǫ(t) = ~Er cos (ωt)− ~Ei sin (ωt)

~E1(t) = ~Er cos (ωt)

~E2(t) = −~Ei sin (ωt)

Las expresiones están desfasadas noventa grados.
Las polarizaciones son lineales en ambos casos.

~E1(t) = êx cos (ωt)

~E2(t) = −(êx − êy ) sin (ωt)

Cada campo está polarizado linealmente y están

desfasados π/2 en el tiempo, además ~E(t) = ~Er (t) +
~E2(t).

êx

êy

~E1(t)

êx−êx

t = 0t = T/4t = T/2

t = 3T/4

Figura: Descomposición de polarización elíptica en
dos lineales, parte ~E1(t).

êx

êy

~E2(t)

t = 0

t = T/4

t = T/2

t = 3T/4

(−êx + êy)

(êx − êy)

1

1

Figura: Descomposición de polarización elíptica en
dos lineales, parte ~E2(t). composición de
polarización elíptica en dos lineales, parte ~E2(t).
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Descomposición en dos polarizaciones lineales (Ej.3)

Dos polarizaciones lineales
No son perpendiculares en el espacio, pero están
desfasadas π/2 en el tiempo. Hay que descomponer
en dos polarizaciones lineales y perpendiculares en
el espacio.

~E(t) = êx cos (ωt)− (êx − êy ) sin (ωt)

= êx
`

cos (ωt) − sin (ωt)
´

+ êy sin (ωt)

~E1(t) = êx
`

cos (ωt)− sin (ωt)
´

= êx cos (ωt) − êx sin ωt

~E2(t) = êy sin (ωt)

Tenemos Dos polarizaciones lineales y ortogonales.

Además ~E(t) = ~E1(t) + ~E2(t).

êx

êy

~E1(t)

t = 0t = T/4

t = T/2 t = 3T/4

Figura: Descomposición de polarización elíptica en
dos lineales ortogonales, parte ~E1(t).

êx

êy

~E2(t)

t = 0

t = T/4

t = T/2

t = 3T/4

1

−1

Figura: Descomposición de polarización elíptica en
dos lineales ortogonales, parte ~E2(t).
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Onda plana como dos polarizaciones circulares (Ej.4)

Descomposición en polarizacio-
nes circulares
Descomponemos en dos polarizaciones
circulares una que gira a izquierdas y
otra a derechas. La forma más fácil de
escribir un campo polarizado circular-
mente es:

~E1 = êx + j êy

Se tienen polarizaciones ortogonales y
desfasadas π/2 en el tiempo (polariza-
ción circular a derechas).

~Er1 = êx

~Ei1 = êy

Podemos escribir otro campo con una
polarización circular a izquierdas.

~E2 = êx − j êy

~Er2 = êx

~Ei2 = êy

êx

êy ~E1(t)

t = 0

t = T/4

t = T/2

t = 3T/4 1

1
−1

−1

~Er

−~Ei

Figura: Descomposición de polarización elíptica en dos circulares, polarización
circular a derechas ~E1(t).

êx

êy ~E2(t)

t = 0

t = T/4

t = T/2

t = 3T/4

1

1
−1

−1

Figura: Descomposición de polarización elíptica en dos circulares, polarización
circular a izquierdas ~E2(t).
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Onda plana como dos polarizaciones circulares (Ej.4)

~Er2 = êx

~Ei2 = −êy

Se trata de una onda con polarización circular a izquierdas. Luego vamos a expresar:

~E = A~E1 +B~E2 = A(êx + j êy)+B(êx − j êy ) = (A+B)êx + j(A−B)êy = (1+ j)êx − j êy

Igualando términos obtenemos A = j/2 y B = 1 + j/2. Por lo que,

~E =
j
2

(êx + j êy) + (1 + j/2)(êx − j êy )

Comprobemos si sale nuestro campo:

~E = (1 + j)êx −
1
2

êy − j êy +
1
2

êy = (1 + j)êx − j êy

Finalmente obtenemos nuestro campo. Vemos efectivamente que una polarización

cualquiera puede ser descompuesta en varias ondas de polarización más simple.

Esta es la base teórica de los experimentos que se hicieron con la luz al hacerle

atravesar cristales polarizantes separaban la luz en dos componentes polarizadas

ortogonalmente.
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Descomposición de ondas en polarizaciones (Ej. 5)

Planteamiento
Descompondremos el campo en dos partes que
cumplan todas estas condiciones:

Polarización lineal.
Perpendiculares entre ellas en el espacio.

Desfasadas noventa gradps en el tiempo.

Tenemos el vector completo de partida ~E = ~E1 +
~E2.

~E1m cos ϕ = ~Er

~E1m sin ϕ = −~Ei

~E1(t)

−~Er

~Ei t = 0

t = T/4

t = T/2

t = 3T/4

ϕ

Figura: Descomposición de polarización
elíptica en lineal, ~E1(t).

Resolución

Para que ~E1 tenga polarización lineal debe ser
del tipo:

~E1 = ~E1mejφ = ~E1m(cos φ + j sin φ)

= ~E1m cos φ + j~E1m sin φ

~E1r × ~E1i = ~E1m cos φ × ~E1m sin φ = 0

En la ecuación tenemos vectores que van en la
misma dirección y por tanto el producto vectorial
es cero. El campo ~E2 también tiene que ser de
polarización lineal, tomaré:

~E2 = ~E2mjejφ

En la ecuación tenemos j que introduce un des-
fase de noventa grados en el tiempo.

~E2 = ~E2mj(cos φ + j sin φ)

= ~E2m(− sin φ + j cos φ)

= −~E2m sin φ + j~E2m cos φ

En la ecuación tenemos polarización lineal.
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Descomposición de ondas en polarizaciones (Ej.5)

Resolución
Para ver el desfasaje de noventa grados en el
tiempo escribimos los fasores en el dominio del
tiempo. En este caso es mejor trabajar en módulo
y fase.

~E1(t) = Re
ˆ

~E1ejωt˜ = Re
ˆ

~E1mejφejωt˜

= Re
ˆ

~E1mej(ωt+φ)
˜

= ~E1m cos (ωt + φ)

En este caso es mejor trabajar en módulo y fase.

~E2(t) = Re
ˆ

~E2ejωt˜ = Re
ˆ

~E2mejφejωt˜

= Re[~E2mjej(ωt+φ)] = −~E2m sin (ωt + φ)

Efectivamente hay un desfase de π/2 en el
tiempo. Por tanto, escribimos:

~E = ~E1mejφ + ~E2m jejφ

~Ee−jφ = ~E1m + j~E2m

Resolución

~E1m = Re[~Ee−jφ]

~E2m = Im[~Ee−jφ]

En la ecuación sólo tengo que hallar las partes real
e imaginaria de los vectores. Introduciendo el valor
de ~E obtenemos:

e−φ
ˆ

(1 + j)êx − j êy
˜

= ~E1m + j~E2m

(cos φ − j sin φ)
ˆ

(1 + j) êx − j êy
˜

=

cos φ (1 + j) êx − j cos φ êy

− j sin φ(1 + j) êx − sin φ êy

= (cos φ êx + sin φ êx − sin φ êy )

+ j(cos φ êx − cos φ êy − sin φ êx)

~E1m = (cos φ + sin φ) êx − sin φ êy

~E2m = (cos φ − sin φ) êx − cos φ êy
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Ejemplo de descomposición de ondas en
polarizaciones (Ej.5)
~E1 y ~E2 deben ser ortogonales en el espacio. La dirección de ~E1 está determinada por
~E1m y la dirección de ~E2 está determinada por ~E2m, por tanto ~E1m · ~E2m = 0.

Resolución

(cos φ + sin φ)(cos φ − sin φ) + sin φ cos φ = 0

cos2 φ − sin2 φ = − sin φ cos φ

cos (2A) = cos2 A − sin2 A

sin (2A) = 2 sin A cos A

cos (2φ) = −1
2

sin (2φ)

tan (2φ) = −2

Resolución
Tenemos el mismo resultado que
para los ejes de la elipse. El tru-
co es escoger con polarizacio-
nes lineales y ortogonales, los
ejes de la elipse.

2φ = −1, 11

φ = −0, 55 (rad)
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Ejemplo de descomposición de ondas en
polarizaciones (Ej.5)

Resolución

~E1m =
`

cos (0, 55) − sin (0, 55)
´

êx + sin (0, 55)êy

= (0, 85 − 0, 52)êx + 0, 52êy = 0, 33êx + 0, 52êy

La ecuación es el eje menor de la elipse.

~E2m =
ˆ

cos (0, 55) + sin (0, 55)
˜

êx − cos (0, 55)êy

= (0, 85 + 0, 52)êx − 0, 85êy = 1, 36êx − 0, 85êy

La ecuación es el eje mayor de la elipse. Finalmente:

~E1 = ~E1mejφ

~E2 = ~E2mjejφ

Resolución
Por otra parte:

~E1(t) = ~E1r cos (ωt) − ~E1i sin (ωt)

~E2(t) = ~E2r cos (ωt) − ~E2i sin (ωt)

~E1r = ~E1m cos φ

~E1i = ~E1m sin φ

~E2r = −~E2m sin φ

~E2i = ~E2m cos φ

Para otro problema se plantea pa-

recido, pero ya sabemos que ~E1m

es un eje de la elipse y ~E2m es el

otro eje de la elipse.
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Incidencia de una onda sobre un conductor no
perfecto

Vamos a ver ahora que sucede si una onda incide sobre un conductor no
perfecto.
Sabemos que una onda incidente en un medio puede modularse como la
propagación de líneas de transmisión.

Ahora en el conductor, pondremos una línea de transmisión con pérdidas, al

tener un conductor no perfecto. Sabemos que en una línea de transmisión con

pérdidas debemos hallar la función de propagación compleja.

Ex

Hy

k̄1

ǫ0 σ, ǫ2

x

y z
z = 0

(1) (2)

Figura: Propagación de onda plana que
incide sobre un conductor no perfecto.

k0, ZC1
γ2, ZC2

0 z

∞

Figura: Modelo de línea de transmisión
equivalente al de onda plana.
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Onda indicente sobre un conductor no perfecto

Análisis (aprox. altas pérdidas)

γ2 = jω
√

µ2ǫ2 En el medio (2)

También sabemos que las pérdidas de un medio estaban
ligadas al carácter de ǫ2. Es decir, pérdidas en el dieléc-
trico y en el conductor.

ǫ2 = ǫ′2 − jǫ′′2 − j
σ

ω
= ǫ′2 − j

“

ǫ′′2 +
σ

ω

”

= ǫ′2(1 − j tan δ)

También sabemos que en el caso más general, tan δ lle-
van las pérdidas tanto en el dieléctrico como en el con-
ductor perfecto. Es decir, sabemos:

tan δ =
ǫ′′2 + σ

ω

ǫ′2

Si tenemos un buen conductor, entonces σ >> 1 (con-
ductividad alta) y entonces tan δ >> 1, tan δ = σ

ωǫ′2
.

γ2 = jω
q

µ2ǫ′2(1 − j tan δ)

= jω
q

µ2ǫ′2
p

1 − j tan δ

Análisis
Saco factor común (j tan δ). Sabiendo que ǫ′2 =
ǫ0ǫr y µ2 = µ0µr .

γ2 = jω
q

µ2ǫ′2
p

j tan δ

s

1
j tan δ

− 1

= ω
q

µ2ǫ′2
p

j tan δ

s

1 − 1
j tan δ

Pero como tan δ → ∞ entonces tan δ >> 1, en-
tonces tenemos la aproximación de buen con-
ductor.

γ2 = ω
q

µ2ǫ′2
p

j tan δ

p

j =
√

ejπ/2 = (ejπ/2)1/2 = ejπ/4

= cos (π/4) + j sin (π/4) =

√
2

2
(1 + j)

γ2 = ω
q

µ2ǫ′2 tan δ

√
2

2
(1 + j)
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Onda indicente sobre un conductor no perfecto

Análisis
Usando el valor de tan δ.

γ2 = ω

r

µ2ǫ′2
σ

ωǫ′2

√
2

2
(1 + j) =

√
µ2ωσ

√
2

2
(1 + j)

Por otra parte ω = 2πf .

γ2 =
p

µ22πfσ

√
2

2
(1 + j) =

p

µ2fπσ
√

2

√
2

2
(1 + j)

= (1 + j)
p

µ2fπσ = α2 + jβ2

α2 =
p

µ2fπσ Constante de atenuación

β2 =
p

µ2fπσ Constante de fase

Se llama profundidad de penetración de la onda:

δ =
1

p

µ2fπσ

γ2 =
(1 + j)

δ

Análisis

Tenemos que α2 = 1
δ

es la cons-
tante de atenuación. Se ve que
si σ ↑↑ entonces α ↑↑. Si f ↑↑
entonces también α ↑↑. Por otra
parte, β2 = 1

δ
. En el conductor el

campo puede escribirse como:

~E (2) = ~Ct e
−α2ze−jβ2z

Tensión de una onda incidente
en una línea de transmisión.

Si α ↑↑ entonces la magnitud del

campo decae muy deprisa. Se

tiene una atenuación muy fuer-

te. Las ondas penetran menos

cuanto mayor sea σ y mayor sea

f .
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Onda indicente sobre un conductor no perfecto

Análisis
Queremos ver como se atenúa el campo
eléctrico dentro del conductor.

~E (2) = ~Cte
−z/δe−jz/δ

Cuando la onda penetra z = δ (metros),
entonces,

~E (2) = ~Ct e
−1e−j

El módulo ha decrecido (1/τ ) = 0, 368, es
decir ahora es el (36, 8 %) del valor inicial .
Cuando la onda recorre z = 10δ entonces

~E (2) = ~Cte
−10e−j10

El campo ha decrecido (1/e10 = 0, 004 %),

el campo ahora es el 0, 004 % de lo que va-

lía en z = 0, luego vemos que es práctica-

mente cero.

Impedancia característica
Para terminar el problema debemos calcular la im-
pedancia característica de la línea.

ZC2 =
jωµ2

γ2
=

jωµ2δ

1 + j

Multiplicando y dividiendo por el conjugado del de-
nominador.

ZC2 =
(1 − j)jωµ2δ

2
=

1 + j
2

ωµ2δ

ZC2 =
1 + j

2
ωµ2

1
p

µ2πfσ
=

1 + j
2

2πfµ2
p

µ2πfσ

ZC2 = (1 + j)

r

πfµ2

σ
= (1 + j)

p

σπfµ2

σ
=

(1 + j)
σδ
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Onda indicente sobre un conductor no perfecto
Este es el circuito equivalente.

k0, ZC1 ZC2

Figura: Modelo circuital equivalente.
La parte real de ZC2 tiene que ver con la potencia media que entreguemos.

RC2 =
1
σδ

Vemos que si σ → ∞, RC2 → 0. Si RC2 → 0 es difícil entregar potencia activa.
Vemos que ZC2 tiene un ángulo de 45o y tiene carácter inductivo.
Si σ = ∞ tenemos un conductor perfecto, entonces RC2 = 0, potencia media
entregada cero y además δ = 0, profundidad de penetración nula, la onda no penetra
nada.

Este es el problema de las comunicaciones con un submarino. El agua del mar tiene

una conductividad alta, de modo que δ → 0 y la onda penetra a poca profundidad. La

solución es bajar la frecuencia para que δ aumente un poco. Por este motivo se usan

ondas de frecuencias muy bajas. También se usan ondas acústicas que se propagan

mejor en el agua (SONAR).
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Incidencia oblícua de ondas sobre dieléctricos

~ki

~kr
~kt

θi

θr θt

x̂

ẑ

Plano transverso de polarización

Figura: Incidencia con onda oblicua sobre un
dieléctrico. En este caso las direcciones de las
ondas cambian, por lo que el problema no es
tan sencillo como para incidencia normal. En el
plano transverso de polarización se mueve el
campo eléctrico.

Incidencia oblicua en dieléctricos
Para este problema es importante definir el lla-
mado plano de incidencia. Un plano está defini-
do por dos rectas. El plano de incidencia queda
definido por:

La normal al dieléctrico.
El propio rayo incidente.

En nuestro caso el plano de incidencia es el
plano del papel.

El campo eléctrico ~Ei puede estar polarizado de

forma elíptica o circular, de modo que en cada

instante de tiempo puede girar en el plano trans-

verso. Estudiar este problema es muy complejo.

Sin embargo, nosotros sabemos que podemos

descomponer cualquier tipo de polarización en

dos polarizaciones lineales y ortogonales en el

espacio. Vamos a escoger estos dos tipos de

polarizaciones.
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Incidencia oblícua de ondas sobre dieléctricos

k̄i

θi

~Ei

~Hi

x̂

ẑ

Figura: El campo eléctrico incidente está
contenido en el plano de incidencia, se
trata de polarización paralela.

~ki

θi

~Ei

~Hi

x̂

ẑ

Figura: El campo eléctrico incidente es
perpendicular al plano de incidencia, se
trata de polarización perpendicular.

Si el campo eléctrico incidente está contenido en el plano de incidencia tenemos

polarización paralela . Por otra parte, si el campo eléctrico incidente es perpendicular

al plano de incidencia tenemos polarización perpendicular . Vamos a estudiar estos

dos casos, puesto que cualquier onda podrá descomponerse en dos ondas con estos

tipos de polarizaciones.
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Polarización paralela

k̄i

k̄r

k̄t

~Ei

~Er

~Et

~Hi

~Hr

~Ht

θi

θr θt

x

z

(1) (2)
ǫ0, µ0 ǫ0ǫr , µ0µr

Figura: Resolución del problema de
incidencia oblicua con polarización
paralela.

Análisis

Como ~H es la corriente, la onda reflejada
sufre 180o de desfasaje con respecto a la
onda incidente.

~ki = ki êki = k0êki

~kr = kr êkr = k0êkr

~kt = kt êkt = k0
√

µr ǫr êkt

Trabajando en un sistema cartesiano, va-
mos a hallar las componentes de los vecto-
res unitarios:

êki = cos θi êz + sin θi êx

êkr = − cos θr êz + sin θr êx

êkt = cos θt êz + sin θt êx
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Polarización paralela

Análisis
Vamos a escribir el campo magnético en primer lugar.
Como la corriente en una línea de transmisión. Vemos
que el campo magnético sólo tiene componente según
el eje y , luego:

~Hi = êy
Cyi

Z01

e−j~ki ·~r Onda incidente en la línea

~Hr = −êy
Cyr

Z01

e−j~kr ·~r Onda reflejada en la línea

El término ~kr ya lleva el signo negativo dentro. Por otra
parte,

Z01 =

r

µ0

ǫ0
= ZC0

Z02 = ZC0

r

µr

ǫr

~Hz = êy
Cyt

Z02

e−j~kt ·~r Onda transmitida en la línea

Análisis
Vamos a definir unos coeficientes
de reflexión y transmisión a partir de
estas ondas de cortocircuito.

ρl =
Cyr

Cyi

τl =
Cyt

Cyi

~Hi = êy
Cyi

Z01

e−j~ki ·~r = Hyi êy

~Hr = −êy
Cyi

Z01

ρl e
−j~kr ·~r = Hyr êy

~Ht = êy
Cyi

Z02

τle
−j~kt ·~r = Hyt êy
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Polarización paralela

Análisis

Haciendo el producto escalar:

~ki ·~r = k0(x sin θi + z cos θi)

~kr ·~r = k0(x sin θr − z cos θr )

~kt ·~r = kt(x sin θt + z cos θt)

Imponemos la continuidad de
las componentes tangenciales del
campo magnético. No hay corrien-
tes de superficie.

êz × (~H2 − ~H1) = 0

êz × ~H2 = êz × ~H1

Análisis
La componente y es tangencial al dieléc-
trico luego:

Hyi (z = 0) + Hyr (z = 0) = Hyi (z = 0)

Cyi

Z01

e−jk0x sin θi − Cyi

Z01

ρle
−jk0x sin θr

=
Cyi

Z02

τle
−jkt x sin θt

Esta ecuación debe cumplirse para todo-
so los puntos x de la superficie, luego las
tres exponenciales deben de ser iguales.

k0x sin θi = k0x sin θr
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Leyes de Snell

Leyes de Snell
Del estudio anterior resulta que θi = θr . Esta es
la ley de reflexión que surge de las leyes de ópti-
ca. Además,

k0x sin θi = kt x sin θt

k0 sin θi = kt sin θt

En las relaciones anteriores tenemos la ley de
refracción de Snell . Las leyes de la óptica tam-
bién están contenidas en las ecuaciones de Max-
well.

k0 sin θi = k0
√

µr ǫr sin θt

sin θi =
√

µr ǫr sin θt

La relación previa es otra forma de escribir la
ley de Snell . Como las exponenciales ahora son
iguales queda la condición:

1
Z01

− ρl

Z01

=
τl

Z02

Leyes de Snell
Ahora tratamos de obtener el campo eléctrico.
Sabemos que para la onda incidente:

~Hi =
1

Z01

(êki × ~Ei)

(êki × ~Hi) =
1

Z01

[êk1 × (êki × ~Ei)]

Tenemos la relación vectorial:

~A × (~B × ~C) = ~B(~A · ~C) − ~C(~A · ~B)

êki × (êki × ~Ei) = êki (êki · ~Ei) − ~Ei(êki · êki )

~Ei = −Z01(êki × ~Hi)

Calculamos entonces:

êki × ~Hi =

˛

˛

˛

˛

˛

˛

êx êy êz

sin θi 0 cos θi

0 Hyi 0

˛

˛

˛

˛

˛

˛

= êx [−Hyi cos θi ] + êz [Hyi sin θi ]
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Leyes de Snell

Leyes de Snell

~Ei = Z01

Cyi

Z01

e−jki ·~r (cos θi êx − sin θi êy )

El campo reflejado es:

êkr × ~Hr =

˛

˛

˛

˛

˛

˛

êx êy êz

sin θr 0 − cos θr

0 Hyr 0

˛

˛

˛

˛

˛

˛

= êx [Hyr cos θr ] + êz [Hyr sin θr ]

~Er = Z01ρl
Cyi

Z01

e−j~kr ·~r (cos θr êx + êz sin θr )

Igual para el campo transmitido:

êkt × ~Ht =

˛

˛

˛

˛

˛

˛

êx êy êz

sin θt 0 cos θt

0 Hyt 0

˛

˛

˛

˛

˛

˛

= êx [−Hyt cos θt ] + êz [Hyt sin θt ]

Leyes de Snell

~Et = Z02τl
Cyi

Z02

e−j~kt ·~r (cos θt êx − êz sin θt)

Ahora imponemos la continuidad de las compo-
nentes tangenciales en z = 0. Las componentes
tangenciales son x , pero no z, puesto que z es
normal al dieléctrico.

Exi (z = 0) + Exr (z = 0) = Ext (z = 0)

Como en z = 0 las exponenciales son iguales
obtenemos:

Cyi cos θi + ρlCyi cos θr = τlCyi cos θt

Donde como siempre las impedancias caracte-
rísticas tienen los valores:

Z01 =

r

µ0

ǫ0
= Z0

Z02 =

r

µ0µr

ǫ0ǫr
= Z0

r

µr

ǫr

θr = θi
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Leyes de Snell

Leyes de Snell
Substituyendo τl por su valor:

cos θi(1 + ρl) = cos θt

„

Z02

Z01

− ρl
Z02

Z01

«

cos θi + ρl cos θi =
Z02

Z01

cos θt − ρl
Z02

Z01

cos θt

ρl

„

cos θi +
Z02

Z01

cos θt

«

=
Z02

Z01

cos θt − cos θi

ρl
Z01 cos θi + Z02 cos θt

Z01

=
Z02 cos θt − Z01 cos θi

Z01

Obtenemos:

ρl =
Z02 cos θt − Z01 cos θi

Z02 cos θt + Z01 cos θi

Operando saldrá:

τl =
2Z02 cos θi

Z02 cos θt + Z01 cos θi

Leyes de Snell

1
Z01

− ρl

Z01

=
τl

Z02

Si multiplicamos por Z01 tenemos:

1 − Z02 cos θt − Z01 cos θi

Z02 cos θt + Z01 cos θi
=

τl

Z02

Z01

Z02 cos θt + Z01 cos θi − Z02 cos θt + Z01 cos θi

Z02 cos θt + Z01 cos θi
= τl

Z01

Z02

2Z01 cos θi

Z02 cos θt + Z01 cos θi
= τl

Z01

Z02

A partir de aquí tenemos:

τl =
2Z02 cos θi

Z02 cos θt + Z01 cos θi

A esto se llama coeficientes de Fresnel , utilizados en

óptica, y vemos que también están contenidos en las

ecuaciones de Maxwell. Estos coeficientes se hallaron

experimentalmente haciendo experimentos con la luz

sobre lentes dieléctricos.
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Ejemplo de incidencia oblicua
Usando la ley de Snell, halle el ángulo θ = θb para el que ρe = ρm = 0. En este ángulo
toda la potencia es transmitida al dieléctrico y se llama ángulo de Boewster . Parece que
hemos perdido la capacidad para desarrollar circuitos equivalente que representen la
propagación en la estructura. Pero no, existe una forma de desarrollar un circuito
equivalente en este caso.

~ki

~kr

~kt

~Ei

~Er

~Et

~Hi

~Hr

~Ht

θi

θr θt

x̂

ẑ

Figura: Hallar el ángulo de Boewster para este ejemplo.

Aunque la onda se propaga en dirección ~ki muchas veces nos interesa la dirección

local de propagación de la onda, en el caso que nos ocupa nos interesa la energía

que entra en el dieléctrico. Es decir cuánta energía se propaga en la dirección z. Por

tanto, la idea es tomar como dirección privilegiada la dirección z y el plano transverso

al plano (x , y). La ventaja es que ahora volvemos a tomar una única dirección de

propagación (principal) y un único plano transveso a esta dirección de propagación.

Con respecto a esta única dirección de propagación vemos que ~H sigue siendo

transverso, pero ~E ya no es transveso puesto que ~E tiene componentes según z y

según x . Por tanto, esta onda se llama TM (transversa magnética).
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Ejemplo de incidencia oblicua

Análisis (caso polarización TMz)
Vamos a tratar de resolver las ecuaciones de Max-
well usando esta nueva simetría del problema. Pa-
ra ello vamos a partir todas las condiciones vec-
toriales en una parte longitudinal según z y otra
parte transversal que estará contenida en el plano
(x , y).

∇ = ∇t + êz
∂

∂z
La parte transversa del operador gradiente es:

∇t = êx
∂

∂x
+ êy

∂

∂y

∇2
t =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

∇ · ∇ = ∇2 = ∇2
t +

∂2

∂z2

Análisis
Como el medio sigue siendo sin
fuentes, la ecuación que hay que
resolver para el campo eléctrico
es:

∇2~E + k2~E = 0

Ecuación vectorial en derivadas
parciales. Usando la mera defi-
nición del operador:
„

∇2
t +

∂2

∂z2

«

~E + k2~E = 0

∇2
t
~E +

∂2~E
∂z2

+ k2~E = 0
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Ejemplo de incidencia oblicua

Análisis
La descomposición también aplica al campo,

~E = ~Et + Ez êz

La ecuación anterior puede dividirse en tres
ecuaciones idénticas escalares. Vamos a resolver
la ecuación para la componente z de ~E (después
de todo sabemos que Hz = 0 para esta
polarización).

∇2
t Ez +

∂2Ez

∂z2
+ k2Ez = 0

∇2
t
~Et +

∂2~Et

∂z2
+ k2~Et = 0

La primera ecuación es ya escalar pero en

derivadas parciales. Para resolverla uso el

procedimiento de separación de variables,

separando la dirección longitudinal de las

direcciones transversales.

Método de separación de variables

Ez(x , y , z) = F1(x , y)G(z)

G(z)[∇2
t F1(x , y)] + F1(x , y)

∂2G(z)

∂z2

+ k2F1(x , y)G(z) = 0

Dividiendo por [F1(x , y)G(z)] tenemos:

1
F1(x , y)

[∇2
t F1(x , y)] +

1
G(z)

∂2G(z)

∂z2
+ k2 = 0

Esta ecuación debe verificarse para cualquire valor
de (x , y , z). Para que se así cada parte puede ser
una constante.

1
F1(x , y)

[∇2
t F1(x , y)] = −k2

t

1
G(z)

d2G(z)

dz2
= −β2

A partir de aquí tenemos:

−k2
t − β2 + k2 = 0

β2 = k2 − k2
t
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Ejemplo de incidencia oblicua

Análisis
La segunda ecuación la sabemos resolver
puesto que es la ecuación diferencial lineal
de segundo orden habitual con solución:

G(z) = Aze−jβz + Bzejβz

Luego β es la constante de propagación
en la dirección longitudinal. Para no traba-
jar con la onda incidente y reflejada vamos
a suponer que la onda aún no ha llegado
al dieléctrico y entonces sólo hay onda inci-
dente.

G(z) = Aze−jβz

Análisis
La ecuación anterior siempre será del tipo
en línea de transmisión. La variación es la
misma para cualquier componente de cam-
po eléctrico y magnético. Finalmente queda
por resolver:

∇2
t F1(x , y) + k2

t F1(x , y) = 0

En la relación anterior la dependencia trans-

versal puede resultar muy compleja. La

ecuación es en derivadas parciales. Esta

ecuación sólo depende de lo que ocurre en

el plano transverso. Esta es la parte que

cambia según la geometría del sistema de

transmisión.

Fernando D. Quesada (UPCT, Dpto. TIC) Ondas Electromagnéticas 10 de enero de 2012 65 / 80



Ejemplo de incidencia oblicua

x̂

ŷ

Figura: Las condiciones de contorno
dependen de la geometría de la línea de
transmisión.

x̂

ŷ

Figura: Las condiciones de contorno
dependen de la geometría de la línea de
transmisión.

La relaciones se tiene en cuenta la geometría real transversa del
medio de transmisión. Es una ecuación diferencial en derivadas
parciales que hay que resolver sujeta a las condiciones de contorno.
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Ejemplo de incidencia oblicua

Análisis
En nuestro caso tenemos el espacio libre en la
dirección (x , y), además en nuestro problema
∂
∂y = 0, por lo tanto, kt → kx . La resolvemoes
en este caso sencillo.

d2F1(x)

dx2
+ k2

x F1(x) = 0

En la ecuación está la parte que hay que re-
solver en cada caso completo. En este caso
resulta la misma ecuación de siempre:

F1(x) = Axe−jkx x + Bxejkx x

Si trabajamos con la onda incidente:

F1(x) = Ax e−jkx x

Análisis

Ez(x , y , z) = Cze−jkxx e−jβz

donde Cz = Ax Az . Definimos el vector de
propagación:

~k = kx êx + βêz = kêk

Por otra parte k2 = k2
x + β2.

Ez = Cze−j~k·~r

En un caso general:

Ez = V (z)F1(x , y)

Onda plana propagándose en la dirección

que marca ~k . Ahora es más importante que ~k

es β, y tenemos una interpretación muy útil

para calcular β en la geometría.
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Ejemplo de incidencia oblicua

x

z

~ki
kx

β

θi

Figura: Onda plana
propagandose según ~k .

Análisis

β = k cos θi

kx = k sin θi

Podemos escribir las componentes del vector de propagación de esta manera
tan simple. Ahora tratamos de calcular el resto de las componentes del campo
eléctrico y magnético en función de la componente hallada Ez .

∇× ~E = −jωµ~H

∇× ~H = jωǫ~E

Separamos las ecuaciones en partes transversas y longitudinales.

∇ = ∇t +
∂

∂z
êz

~E = ~Et + Ez êz

~H = ~Ht

En la ecuación Hz = 0 puesto que tenemos el caso TM. Separamos en partes
transversales y longitudinales.

„

∇t +
∂

∂z
êz

«

× (~Et + Ez êz) = −jωµ~Ht

Fernando D. Quesada (UPCT, Dpto. TIC) Ondas Electromagnéticas 10 de enero de 2012 68 / 80



Ejemplo de incidencia oblicua
Análisis
Propiedad distributiva del producto vectorial.

(∇t × ~Et) + [∇t × (Ez êz)] +

„

∂

∂z
êz × ~Et

«

+

„

∂

∂z
êz × Ez êz

«

= −jωµ~Ht

∇t × ~Et = 0 Longitudinal

[∇t × (Ez êz)] +

„

∂

∂z
êz × ~Et

«

= −jωµ~Ht Transversal

Hacemos lo mismo para la segunda ecuación de Maxwell.
„

∇t +
∂

∂z
êz

«

× ~Ht = jωǫ(~Et + Ez êz)

(∇t × ~Ht) +

„

∂

∂z
êz × ~Ht

«

= jωǫ~Et + jωǫEz êz

Identificando partes transversas y longitudinales.

∇t × ~Ht = jωǫEz êz Longitudinal
„

∂

∂z
êz × ~Ht

«

= jωǫ~Et Transversal

Análisis
Vamos a escribir estas cuatro ecuaciones
de otra forma: Tomo el producto vectorial
de êz en la segunda ecuación previa:

êz × [∇t × (Ez êz)] + êz ×
„

∂

∂z
êz × ~Et

«

= −jωµ(êz × ~Ht)

Aplicando la propiedad del doble produc-
to vectorial:

~A × (~B × ~C) = (~A · ~C)~B − (~A · ~B)~C

∇t [êz · (Ez êz)] − (êz∇t)(Ez êz)

+
∂

∂z
êz(êz · ~Et) −

„

êz · ∂

∂z
êz

«

· ~Et

= −jωµ(êz × ~Ht )

∇t Ez −
∂~Et

∂z
= −jωµ(êz × ~Ht)
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Ejemplo de incidencia oblicua

Análisis
Invirtiendo el orden del producto vectorial
podemos escribir:

∂~Et

∂z
−∇t Ez = −jωµ(~Ht × êz)

En la segunda ecuación tomo el rotacional de
êz pero por la izquierda.

êz ×
„

∂

∂z
êz × ~Ht

«

= jωǫ(êz × ~Et)

Aplicando otra vez la propiedad doble
producto vectorial.

∂

∂z
êz(êz · ~Ht) −

„

êz · ∂

∂z
êz

«

~Ht = jωǫ(êz × ~Et )

∂~Ht

∂z
= −jωǫ(êz × ~Et)

Análisis
Las cuatro ecuaciones con las que hay que trabajar son:

∇t × ~Et = 0

∂~Et

∂z
−∇tEz = −jωµ(~Ht × êz)

∇t × ~Ht = jωEz êz

∂~Ht

∂z
= −jωǫ(êz × ~Et)

Ahora hay que expresar las componentes transversales ~Et en función
de la componente longitudinal. Derivo con respecto de z la segunda
ecuación.

∇t × ∂~Ht

∂z
= jωǫ

∂Ez

∂z
êz

Introduzco la ecuación anterior:

−jωǫ
ˆ

∇t × (êz × ~Et)
˜

= jωǫ
∂Ez

∂z
êz

Aplicando la relación del doble producto vectorial:

~A × (~B × ~C) = (~A · ~C)~B − (~A · ~B)~C

(∇t · ~Et)êz − (∇t · êz)~Et = −∂Ez

∂z
êz

∇t · ~Et = −∂Ez

∂z
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Ejemplo de incidencia oblicua

Esta es una ecuación vectorial en derivadas parciales no homogénea, puesto
que tiene un término en el miembro de la derecha, Ez es conocido. Hasta
aquí llegan nuestras posibilidades analíticas. Por ejemplo, este problema no
tiene solución directa (ver la figura). El problema tiene mucho interés y ha
sido resuelto, pero pertenece a cursos superiores.

Figura: Fuente sobre dieléctrico. Aplicable al análisis de circuitos impresos
de alta frecuencia.
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Solución Homogénea

Solución homogénea
Para el caso sin fuentes, sin embargo se cumple:

∇2
t
~Et +

∂2~Et

∂z2
+ k2~Et = 0

Tomando el gradiente en la ecuación que hemos ob-
tenido.

∇t (∇t · ~Et ) = −∇t
∂Ez

∂z

(∇2
t
~Et ) = −∇t

∂Ez

∂z

Ahora hacemos uso de la ecuación anterior:

∂2~Et

∂z2
+ k2~Et = ∇t

∂Ez

∂z

Calculamos estas derivadas:

Ez(x , y , z) = F1(x , y)Aze−jβz

∂Ez

∂z
= F1(x , y)Az(−jβ)e−jβz = −jβEz(x , y , z)

Tomo el rotacional:

∇t × (∇t × ~Et ) = 0

∇t (∇t · ~Et) − (∇t∇t)~Et = 0

∇2
t
~Et = ∇(∇t · ~Et)

∇2
t
~Et = −∇t

∂Ez

∂z

Solución homogénea
Podemos volver a derivar esta expresión:

∂2Ez

∂z2
= F1(x , y)Az(−jβ)(−jβ)e−jβz = −β2Ez

Esto es algo que ya sabemos:
∂2Ez

∂z2
+ β2Ez = 0

La expresión anterior es la ecuación diferencial para la tensión de una línea de transmi-
sión. Esta dependencia en z la tienen las demás componentes. Entonces tenemos:

∂2Ex

∂z2
+ β2Ex = 0

∂2Ey

∂z2
+ β2Ey = 0

∂2~Et

∂z2
= −β2~Et

Entonces obtenemos:

∂2~Et

∂z2
+ k2~Et = (∇t Ez)(−jβ)

(−β2 + k2)~Et = (∇t Ez)(−jβ)

Pero sabemos k2 = β2 + k2
t , luego k2

t = k2 − β2:

k2
t
~Et = (∇tEz)(−jβ)

Finalmente obtenemos:
~Et =

−jβ
k2

t

(∇t Ez)

En la ecuación tenemos la solución en onda plana. En la ecuación ya se ha despejado ~Et ,

luego se puede obtener por cálculo directo.

Fernando D. Quesada (UPCT, Dpto. TIC) Ondas Electromagnéticas 10 de enero de 2012 73 / 80



Índice de Contenidos
1 Introducción
2 solución de la ecuación de onda

Cálculo del campo magnético
3 Onda plana con incidencia normal a un dieléctrico

Resolución directa con ondas planas
Resolución con modelo de línea de transmisión

4 Polarización de los campos electromagnéticos
Polarización elíptica
Polarización lineal
Polarización circular
Cálculo de los ejes de la elipse para polarización elíptica
Ejemplo de cálculo de polarización

Descomposición en dos polarizaciones lineales
Descomposición en dos polarizaciones circulares

Ejemplo de descomposición de polarizaciones
5 Incidencia de una onda sobre un conductor no perfecto
6 Incidencia oblícua de ondas sobre un dieléctrico

Problema con polarización
Leyes de Snell

7 Ejercicio de incidencia oblicua
Solución homogénea
Solución no homogénea
Resolución con modelo circuital

Fernando D. Quesada (UPCT, Dpto. TIC) Ondas Electromagnéticas 10 de enero de 2012 74 / 80



Solución no homogénea

Solución no homogénea
En un problema con fuentes, sin embargo no
sabemos resolver la ecuación:

(∇2
t
~Et) = −∇t

∂Ez

∂z

La incógnita es ~Et luego es una ecuación
vectorial en derivadas parciales y no
homogénea. La solución entonces ya no
será una onda plana. Podemos tratar de
plantear la soluciín en función de un
desarrollo de Fourier de ondas planas.

ejωt → Exponencial en el dominio
del tiempo ligada a ω por la
transformada de Fourier.

ejkx x → Exponencial en el dominio
espacial ligada a kx por la
transformada de Fourier. kx

pertenece al dominio
espacial.

Solución no homogénea
Luego una onda plana puede verse como un
armónico espacial, y un desarrollo en ondas
planas supone un un desarrollo de Fourier. Si
hacemos la transformada de Fourier respecto
de las direcciones (x , y), entonces:

∇t =
∂

∂x
êx +

∂

∂y
êy

∇̃t = jkx êx + jky êy

∇̃2
t = −k2

x − k2
y = −k2

t

Luego si tomamos transformadas de Fourier
podemos obtener en el dominio transformado
o dominio espectral.

−k2
t Ẽt = −∇̃t

∂Ẽz

∂z
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Solución no homogénea

Solución no homegénea

~̃Et = − jβ
k2

t

∇̃t Ẽz

En la relación anterior se cumple la mis-
ma ecuación para el dominio espectral.
Pero ahora debemos pasar al dominio es-
pacial con transformadas de Fourier in-
versas. Sólo si Ez es una onda plana en-
tonces la transformación al dominio espa-
cial es la misma onda plana, y la ecua-
ción se cumple también en el dominio es-
pacial. Todavía tenemos que encontrar el
campo magnético. Derivando con respec-
to de z:

∇t ×
∂~Et

∂z
= 0

Obtención del campo magnético
Introduzco la ecuación:

∇t ×
ˆ

∇tEz − jωµ(Ht × êz)
˜

= 0

A partir de la propiedad distributiva del
producto escalar tenemos:
ˆ

∇t × (∇tEz)
˜

− jωµ
ˆ

∇t × (~Ht × êz)
˜

= 0

Hay que tener en cuenta que el rotacional
de un gradiente es siempre cero. Además
tenemos un doble producto vectorial. De
esta manera tenemos:

−jωµ
ˆ

(∇t · êz)~Hz − (∇t · ~Ht)êz
˜

= 0

Luego obtenemos:

(∇t · ~Ht) = 0
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Campo magnético

Campo magnético
Tomamos el rotocional:

ˆ

∇t × (∇t × ~Ht)
˜

= jωǫ(êzEz)

∇t (∇t · ~Ht) − (∇t∇t )~Ht = jωǫ
ˆ

∇t × (êzEz)
˜

Por tanto, obtenemos:

−(∇2
t
~Ht) = jωǫ

ˆ

∇t × (êzEz)
˜

Aquí pasa lo mismo, nuestras posibilidades
analíticas se han acabado. Sin embargo, pa-
ra el caso de una onda plana:

∇2
t
~Ht +

∂2~Ht

∂z2
+ k2~Ht = 0

Metiendo en la ecuación anterior:

∂2~Ht

∂z2
+ k2~Ht = jωǫ

ˆ

∇t × (êzEz)
˜

La variación con respecto de la coordenada
z es siempre la misma:

∂2~Ht

∂z2
= −β2~Ht

Campo magnético
Por tanto, obtenemos:

(−β2 + k2)~Ht = jωǫ
ˆ

∇t × (Ez êz)
˜

Por tanto:
~Ht =

jωǫ

k2
t

ˆ

∇t × (Ez êz)
˜

y de esta ecuación puedo obtener ~Ht en función de Ez . También pue-
do invertir el orden del producto vectorial:

~Ht = − jωǫ

k2
t

ˆ

êz × (∇t Ez)
˜

pero sabemos que:

(∇tEz) = − k2
t

−jβ
~Et

Por tanto (k2
t = −β2 + k2):

~Ht = − jωǫ

k2
t

k2
t

−jβ
(êz × ~Et) =

ωǫ

β
(êz × ~Et) =

1
β/(ωǫ)

(êz × ~Et)

Definimos Z TM
C = β

ωǫ
, introduciendo este término obtenemos:

~Ht =
1

Z TM
C

(êz × ~Et)

La relación anterior es la corriente en una línea de transmisión en la

dirección z.
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Resolución con modelo circuital

Puedo estudiar el problema través de un circuito equivalente en línea
de transmisión.

x

z

k̄i

β1

θi

θi

θt

(1) (2)

Figura: Problema de incidencia
oblicua.

β1, Z TM
C1

β2, Z TM
C2

0 z

Zin = Z TM
C2

ρ

∞

Figura: Modelo de línea de
transmisión equivalente al de onda
plana.
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Resolución con modelo circuital
Modelo equivalente

β1 = k1 cos θi = k0 cos θi

Z TM
C1

=
β1

ωǫ0
=

k0 cos θi

ωǫ0
=

ω
√

ǫ0µ0

ωǫ0
cos θi =

r

µ0

ǫ0
cos θi = Z0 cos θi = ZC1 cos θi

β2 = k2 cos θt = k0
√

ǫrµr cos θt

Z TM
C2

=
β2

ωǫ0ǫr
=

k0
√

ǫrµr

ωǫ0ǫr
cos θt =

ω
√

ǫ0µ0
√

ǫr µr

ωǫ0ǫr
cos θt =

r

µ0

ǫ0

r

µr

ǫr
cos θt = ZC2 cos θt

Entonces:

ρ =
Zin − Z TM

C1

Zin + Z TM
C1

=
Z TM

C2
− Z TM

C1

Z TM
C2

+ Z TM
C1

=
ZC2 cos θt − ZC1 cos θi

ZC2 cos θt + ZC1 cos θi

obtenemos el mismo resultado.

ZC1 ZC2

ρ

Figura: Modelo circuital equivalente.
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