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Introduccion a las ondas planas

Ondas Planas

@ Problema de una antena conectada a un
transmisor y ver como pueden generarse
ondas de radio .

@ Siempre que existan interacciones
eléctricas la respuesta se encuentra en las
ecuaciones de Maxwell

A
= -

Figura: Onda radiada por una antena

Vxﬁzfjw,uﬁ

Vxﬁ:j+jw5l§
V~I5:p
V-B=0

Ondas Planas

La antena tiene una densidades de corriente in-
ducidas J que son las que producen los campos
electromagnéticos en nuestra estructura . Cerca
de la antena el problema a resolver esta caracteri-
zado por las Ec. Maxwell completas Lejos de la
antena ya no existiran las fuentes del campo
luego podemos poner J=o.

Vxé:—jwuﬁ
V x A = jweE
v.B=0
V-B=0

Ahora podremos tener todas las componentes de
los campos y todas las variaciones posibles con
respecto a (X,y,z), luego este es un problema
vectorial en derivadas parciales . El problema es-
td sujeto a las condiciones de contorno de la

geometria . Supondremos espacio libre para sim-
plificar al méaximo las condiciones de contorno.
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Resolucién de la ecuacion de onda

Célculo Campo Eléctrico Célculo Campo Electrico

) Definimos la constante k? = w?ue, ya
Tomo rotacionales en la ley de Faraday. .
es conocida por nosotros y la llamamos
V x (VxE)=—juu(V x |3|) constante de propagacion del medio
2= 2=
Aplicamos la identidad vectorial VE+kE=0

NY A _ 2R
VX R = I ) = La expresion anterior se trata de una

V(V-E) = V2E = —jwu(V x H) ecuacion vectorial en derivadas parcia-
les, tenemos una ecuacion por cada com-
Pero V - E = 0 (ley de Gauss) en un ponente del campo eléctrico, por ejemplo
medio is6tropo y homogéneo, para la componente X :
= : i 2 2 2
-V%E = —jwu(V x H) O0°Ex | O0°Ex n =" 1 K%E, =0

_ ) ) ox2 oy? 0z?2
Introduciendo en la ecuacién anterior, )
Vamos a usar el método de separacion

o o oS 5= >
—V°E = —jwu(jwe)E = wueE de variables en coordenadas rectangu-
lares para resolver la ecuacion en deriva-
das parciales.
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Resolucién de la ecuacion de onda

Método de separacion de variables

Suponemos que Ex puede expresarse como el producto
de tres funciones , cada una dependiendo de una sola
coordenada , esto sélo sera cierto para determinadas geo-
metrias. Como estamos en espacio libre veremos que si
gue sera cierto. Introduciremos en la ecuacién en deriva-
das parciales :

9%F (x)
ox?
9°H(z)
0z2
Divido toda la ecuacién por F(x)G(y)H(z) resultando:

2
oM@ 8 + Foone o)

+F(x)G(y) +k?F(x)G(y)H(z) =0

1 d?H(z)

H(z) dz?

1 d?F(x)
F(x) dx?

1 d%G(y)
G(y) dy?
Para que la relacién anterior pueda ser cero para todo
(x,y,z), cada sumando debe ser igual a una constan-
te.

+k*=0

Método de separacion de variables

1 dZF(x)__kz
F(x) dx2 —
ide(Y),ikz
Gly) dyz — 7
1 d?H(z) K2
H(z) dz2 ?

2 2 2 2
—kc —ky —k; +k“=0
2 2 2 2
ke =k +ky +k;
Las ecuaciones que quedan son ecuaciones
diferenciales lineales de segundo orden cu-
ya solucién conocemos y son del mismo

tipo que encontramos para cada linea de
transmision .

F(x) = Axe X 1 Bl
G(y) = Aje ™Y 4 B el
H(z) = A,e % 4 B,ele?

5/46
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Resolucién de la ecuacion de onda

Solucién Campo Eléctrico

En las expresiones previas tenemos ondas que se propa-
gan segun el eje x con constante de propagacion ky. Del
polinomio caracteristico  de la ecuacion diferencial resulta
xX2+kZ=0 ; x®=—k? ; x =ik«

Las constantes se calculan imponiendo las condiciones
de contorno . Como estamos en espacio libre no existira
onda reflejada en ninguna direccién By = By = B, = 0.
Entonces la componente Ex del campo eléctrico sera:

Ex(x,y,2) = F(x)G(y)H(z)

= AxAyA; de forma que tenemos:

= AdA A e Txg iy g ke
Se define la constante Cy
Ex (X y Z) _ Cxe—j(kxx+kyy+kzz)

Y

K = KBy + ky8y + ks &,
r=xé +Yyé +z§&,

I es el vector de posicion de un punto cualquiera en car-

tesianas.

Solucién Campo Eléctrico

Podemos escribir de forma compacta:
Ex(X,Y,z) = Cxe T

El término K es ahora un vector que se llama
vector de propagaciéon , vemos su médulo.

Ik[* =

K-K=k2+kZ+kZ=k? = |k|?

Vemos que K es un vector cuyo mddulo da la
constante de propagacion de laonda ,y
cuya direccion da la direccion en la que se
propaga la onda .

K = |K|&

El término K al ser un vector se puede escribir
con su notacién médulo-direccién. Luego la
expresion previa corresponde a una onda

que se propaga en la direcciéon  éx. No
existe onda reflejada porque nos
encontramos en espacio libre .
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Resolucién de la ecuacion de onda

Campo eléctrico para el resto de coordenadas

De la misma manera podemos obtener las otras componentes del campo eléctrico si
repetimos todo el proceso obtenemos:

EY(vavz) = Cye_jlz.F
E.(x,y,z) = Cze’jm

Veamos ahora como queda el campo eléctrico total
E = Ex&y + Ey8, + E;8, = (Cx8y + Cy8, + C,8,)e *7
Luego el caracter vectorial esta en la constante:
C = Cxé« + Cy8&y + C.8;

De este modo escribimos: .

=g
La expresion tiene la misma forma que la tension en una linea de transmision infinita. Ade-
mas, refleja claramente un campo vectorial propagandose en direccién € con la constante
de propagacion |IZ| = k. La propagacion es entonces del mismo tipo que en una linea
de transmision .
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Obtencién del campo magnético

Campo magnético
Partiendo de la ley de Faraday tenemos:

1 -

H‘:—.i V xE
qu( )

Introduciendo el valor para el campo eléc-
trico que hemos hallado:
1

A=
jwu

[v x (éefjﬁ'?)]
Ahora usamos la relacién vectorial:

V x (fC) = (Vf x C) +f(V x C)
Pero C en nuestro caso es un vector

constante, por lo que toda la variacion es-
ta fuera de C, luego V x C =o.

Campo magnético

Vamos a calcular el gradiente de esta fun-
cion escalar:

(Ve KTy = (a%éx + %éy - a%éz>
o —x g —kyy g ke
— _jkee TxgIoygteza,
+ e I (i, e MY e izg,
+ e Ixe oY (Ljik,)eizg,
= (ke — jky@y — jko&;)e T

= _jKeTFT = _jK|& e T
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Obtencién del campo magnético

Onda como linea de Tx
equivalente

Campo magnético

Introduciendo Ve ¥ en la ecuacién de H obtene-
mos:

_ 1 s A R KT
H= jiwu( j)k(éx x Ce™")
k . = 1 . =
= @(ek X E) = m(ek X E)

y llamamos Z; = <¥. De este modo,

.1, =
H=_— E
Zc(e"X )

AZe == = w/€ se le llama impedancia in-

trinseca del medio y se ve que es la impedancia

caracteristica de una linea de transmision equi-
valente . Si consideramos el campo eléctrico como
una onda de tension y el campo magnético como
una onda de corriente. Z; es la impedancia carac-
teristica en una linea de transmision.

S /a

K,z

Figura: Propagacion de una onda
como linea de transmisién equivalente

La propagacion de una onda de este
tipo puede modelarse con una linea de
transmision dirigida segin &
(direccion de propagacion de la onda) y
con la constante de propagacion k e
impedancia caracteristica  Zc.

Fernando D. Quesada (UPC
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Onda electromagnética

Relacién campo eléctrico-magnético
H— Zic(ék % E)
Transformando esta ecuacion al dominio del tiempo nos
dice que H es perpendicular a la direccion de propa-
gacion y a E. De la ecuacién de la divergencia, ademas,
obtenemos: Lo
V-E=V-(Ce ™) =0

Hacemos uso de la siguiente identidad vectorial:
V- (fC)=C - (V) +f(V-C)

donde C es constante, luego V - c=0, por tanto:

—

V-E=C.(ve ) = _jK.Ce ¥ = _jK.

my

=0

luego k - E = 0, si transformamos esta ecuacion en el do-
minio temporal , la condicién dice que E es perpendicular
a la direccion de propagacion

Figura: El campo
eléctrico y el
magnético son
transversales a la
direccion de
propagacion K
Tipica onda, es
transversal, como
ademas E y H son
transversos a K,
también se llama onda
TEM (transversa
eléctrica y magnética).

Fernando D. Quesada (UPCT, Dpto. TIC)
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Modelo de onda plana

Modelo onda plana

El modelo de onda plana sélo es valido lejos de la antena  , cerca de la antena hay
gue resolver otras ecuaciones donde aparecen (.T, p) las fuentes del campo. No lo
vamos a hacer pero lo que ocurre cerca de la antena es que la onda radiada es
esférica. ¢ Por qué se llama onda plana y onda esférica?

Z1 2z

Figura: Todos los puntos en z = z; tienen
la misma fase. Para cambiar de fase nos
desplazamos a z = z,. La fase cambia y
todos los puntos del mismo plano tienen la
misma referencia

Figura: Una onda esférica de forma local
se puede aproximar por una onda plana

Ondas Electromagnéticas 7 de enero de 2014 11/ 46
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Introduccion a la polarizacion de ondas planas

Movimiento de los vectores de campo con el tiempo

Hemos visto el caracter vectorial de las ondas planas . El fendmeno
de polarizacién pasa por estudiar como evoluciona el campo eléc-
trico y magnético contenido en el plano perpendicular a la direccion
de propagacion. Puede demostrarse que una onda plana sinusoidal |
su campo eléctrico describe una elipse en el plano transversal

Hay que tener en cuenta que este es un fenomeno que ocurre con el
tiempo, es decir cdmo se mueve el campo eléctrico en el plano trans-
verso segun pasa el tiempo. Hay dos efectos al pasar el tiempo.

© La onda se propaga en la direccion é.
@ Campo eléctrico y magnético se mueven en el plano transverso a
la direccion de propagacion.
Por tanto, tenemos que ver este campo eléctrico como se mueve en el
tiempo.
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Polarizacion de ondas

Definicion

La polarizacion describe la evolucion temporal del extremo del vector
campo eléctrico y su sentido de giro en un plano perpendicular a la
direccion de propagacién en un punto fijo del espacio, observandolo a
lo largo de la direccion de propagacion.

En general, la figura geométrica descrita es una elipse, aunque existen casos
particulares.

@ Clasificacion:

Tipo de polarizacion Signo de la polarizacion
Polarizacion lineal -
Polarizacién circular dextrégira, a derechas o positiva
Polarizacion eliptica } { levégira, a izquierdas o negativa

@ Polarizacién dextrégira: cuando el sentido de giro de E(t) aplicando la
regla de la mano derecha coincide con é.

@ Polarizacioén levégira: cuando el sentido de giro de E(t) aplicando la
regla de la mano derecha coincide con —é.
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Polarizacion en ondas planas

Evolucion temporal del campo
Nosotros tenemos una onda incidente del tipo:
E'=Ce KT = Ere + jEm Compleja, con parte real e imaginaria

Esto es en el dominio de la frecuencia . Ahora debemos encontrar este campo en el dominio
del tiempo .

E(t) = Re[Ee“'e *] = Re[(Ee + jEim)elt 7]

= Re[(ﬁre +jEim)(cos (wt — K - F) +j sin (wt — IZ-F))] = Erecos (wt — K - ') — Ep sin (wt — K - 1)
La expresion anterior es la forma general de un campo sinusoidal en el tiempo

Vamos a representar el vector campo eléctrico para distintos instantes de tiempo (T periodo

temporal, f = 1/T).

t=0 ; wt=0 ; E(t=0)=Ee

t=T/4 ; wt:g . E(t=T/4)=—En
t=T/2 ; wt=n ; E(t=T/2)=—Ee
t=3T/4 ; wt:%” ;. E(t=3T/4)=Em

Fernando D. Quesada (UPCT, Dpto. TIC) Ondas Electromagnéticas 7 de enero de 2014



Polarizacion eliptica

Representacion polarizacion eliptica

E(t+T/4) = —Em

E(t=T/2)=—Ep

g

3

E(t=23T/4) =

Figura: Campo eléctrico con polarizacion eliptica.
En general el campo eléctrico describe una elipse en el plano trans-
verso a la direccion de propagacion (polarizacion eliptica).
. '

7 de enero de 2014 15/ 46
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Polarizacion lineal

t=3T/4
Eim E. t=0 e
t=0
t=3T/4/ En
—Emy/ t=T/4
“E /~Em _Eof t=TJ2
t=T/2 t=T/4

Figura: Campo eléctrico con Figura: Campo eléctrico con
polarizacion lineal (Eim = Ere). polarizacion lineal con (Eim # Ere).

Veamos que ocurre Si Em = Er. La elipse degenera en una recta (polarizacion
lineal ). La polarizacidn lineal puede ocurrir si Ein, # Ere pero sus direcciones son las

mismas, también es polarizacion lineal. Es decir, Ein x Ee = 0, son vectores
colineales .

Fernando D. Quesada (UPCT, Dpto. TIC) Ondas Electromagnéticas
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Polarizacion circular

=T/ | o
*Einj//x \\\\Ere
t=T/2 | (t=3T/4)

Figura: Campo eléctrico con polarizacién circular (\Eim| = |I§re\).

Finalmente vemos que ocurre si Ejy # Ere pero |Eim| = |Erel-

|I§im| tiene una direccién distintaa  Ere pero sus moédulos son los mismos . Es
decir, |[Ein| = |Ere|, Em x Ere # 0, se trata de una polarizacion circular . Ademas,
como los vectores perpendiculares se cumple que Eim - Ere = 0.
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Ejes de la elipse para polarizacion eliptica

El Unico problema estéa en calcular los ejes de la elipse en el caso de polarizacion eliptica . Para ello

vamos a calcular el instante de tiempo

t = 7 en el que el médulo del campo eléctrico pasa por un

maximo , este instante de tiempo corresponde al paso por el eje mayor de la elipse.

Ejes polarizacion eliptica

[E(t)]> = E(t) - E(t) = (Ere cOS (wt) — Eim sin (wt))-
(Ere cOS (wt) — Eim sin (wt)) = |Ere|* cos? (wt)+
|Eim|? sin? (wt) — 2Ere - Eim SiNn (wt) cOS (wt)

Ahora para calcular el maximo hallamos la derivada:

alET(tt)lz = |Ere[?2 cos (wt)(— sin (wt)) w
+ |Eim[*2'sin (wt) cos wt) w
— 2Ere - Eim[cos? (wt) — sin? (wt)]w =0
Parat = 7 esto debe ser cero.
{|§im\2 = \Ere\z} 2sin (wr) cos (wr) =

2Erc - Ein [cos? (wr) — sin? (wT))

Fernando D.

Ejes polarizacion eliptica
Sabemos de las relaciones trigonométricas que:
sin2A = 2sinAcos A

cos2A = cos? A — sin? A

(|Eim\2 _ ||§,e\2) sin (2wr) = 2Ere - Eim cOS (2wt)
tan (2wt) = M
[Eim[* — |Ere|?

Ahora vemos que el eje menor forma 7 /2, luego si
t = 7 tenemos el maximo (eje mayor)ent = 7+T /4
tendremos el minimo (podria ser al revés).
2n T bg
T/4) = =0 T
w(T +T/4) wT+T4 w‘r+2
De la relaciéon anterior resulta que el eje mayor y
menor son ortogonales

Ondas Electromagnéticas
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Ejemplo de calculo de la polarizacion (Ej.1)

Célculo de polarizacion

Sea una onda plana dada por su campo
eléctrico que se propaga en espacio libre.

E=(L+)8—i8 = [X+)8 —j&]e ™"
En primer lugar hay que tener en cuenta que
una onda plana tiene por expresion general :

E = C e 7 0Onda incidente

Luego si nos dan un vector constante lo que
realmente nos estan dando es C y el término de
propagacion se omite porque es siempre el
mismo. La onda se evalGa en el origen = 0.

C=(1+))& —jé

—jk-T

Il
L

E =Ce

Célculo de polarizacion
Podemos ver que pasa con esta onda en r = 0.
E=C
Vamos a separar parte real e imaginaria
E=8+i(6—8)
Ere = &
Em =& — &

Vamos a ver que tipo de polarizacion tiene esta
onda. Calculamos el producto vectorial.

& 8 &
EmxEe=| 1 -1 0 |=—(—8)=8#0
1 0 0

Fernando D. Quesada (UPCT, Dpto. TIC)
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Ejemplo de calculo de la polarizacion (Ej.1)

Célculo de polarizacion

Vemos que Ere x Eim # 0, luego la po-
larizacién no es lineal . Calculamos los
modulos. .

|[Ee| =1

EimEm = |[Em|* = 141 = 2; |Eim| = V2

Luego |Ere| # |Eim|, resultando que la
polarizacioén no es circular . Por tanto,
la polarizacion debe ser eliptica. Vamos
a calcular los ejes de la elipse. El ins-
tante en el que el campo eléctrico pa-
sa por un maximo es:

ZE‘im 3 Igre _
|Eim[* — |Ere[?

tan (2wt) =

Igualando,

2wt = atan(2) = 1, 11 (rad)
wT = 0,55 (rad)

Célculo de polarizacion
Ahora calculamos el campo eléctrico en este instante de
tiempo (t = 7).
E(t) = Ere cos (wt) — Eim sin (wt)
E(r) = & cos (0,55) — (& — &) sin (0, 55)
= 8,0,85 — (& — &/)0,52 = &,0,33 + 0,528,

El otro eje estara ent = (7 + T /4).

2T
T 4

=0,55+1,57=2,12 (rad)

w(t+T/4) =wr =wr +7/2

E(r + T /4) = &, cos (2,12) — (& — &)sin(2,12)
= —8,0,52 — (& — &,)0,85 = —1,378, + 0,858,

Podemos definir los parametros de la elipse relacion axial

(RA) y angulo de polarizacion (V):
o _ |E_max| _ 4/1,37240,852 _
RA = 20log,, B 20log,, Vost ot 8,36 dB
@ tanw = Smec = 0% — y = _0,55rad = —31,5°

Xmax

Fernando D. Quesada (UPCT, Dpto. TIC)
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Ejemplo de calculo de la polarizacion (Ej.1)

Calculo de polarizacion

&
t=7+T/4"
0,85
Al =7
1,37 0,33 &

Figura: Campo eléctrico con polarizacion eliptica.
Célculo de los ejes.
La onda se propaga en é;, el plano transverso es (X,Y).
Resulta ser: E(7) es el eje menor, E(7+ T /4) es el eje ma-
yor. Una comprobacién es que los ejes de la elipse deben
ser perpendiculares , luego:

E(r)-E(r+T/4)=0

(840,33 + 0,528, )(—1, 378, + 0, 858,)

=-0,45+0,45=0

Una vez tenemos los ejes de la elipse ya podemos dibujar-
la.

Célculo de la polarizacién

Ademés podemos ver la evolucién del campo eléctrico
con el tiempo .

Figura: Campo eléctrico con polarizacion eliptica.
Evolucion temporal del campo.
t=0 ; E(t=0)=Ee
t=T/4 ; E(t=T/4)=—Em=—6+8
t=T/2 ; E(t=T/2)=—Ee
t=3T/4 ; E(t=3T/4)=—En

La polarizacién es eliptica con giro a derechas . También
existe la polarizacion con giro aizquierdas . Cualquier ti-
po de polarizacién puede descomponerse en la suma de

otras dos ondas de polarizacion distinta

Fernando
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Descomposicion en suma de dos polarizaciones

lineales (Ej.2)

Dos polarizaciones lineales .

Descompondremos la polarizacién de la onda en dos El(t)
polarizaciones lineales y desfasadas en el tiempo
/2. Este es el caso més sencillo.

t=T/2 t=T/4 t=0
E(t) = E: cos (wt) — E; sin (wt) e t=34 o &
Ei(t) = E; cos (wt)
Ea(t) = —Eisin (wt) Figura: Descomposicién de polarizacion eliptica en
Las expresiones estan desfasadas noventa grados dos lineales, parte &, (t?‘
Las polarizaciones son lineales en ambos casos. T :y

ere)X T Ex(t)

Ey(t) = &, cos (wt)
Ea(t) = — (&« — &) sin (wt)

Cada campo esta polarizado linealmente y estan :
desfasados /2 en el tiempo , ademas: | 7 toara
E(t) = Ei(t) + Ex(t).

Figura: Descomposicién de polarizacion eliptica en
dos lineales, parte Ex(t).
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Descomposicion en dos polarizaciones lineales y

perpendiculares (E;j.3)

Dos polarizaciones lineales

No son perpendiculares en el espacio, pero es-
tan desfasadas =/2 en el tiempo . Hay que des-
componer en dos polarizaciones lineales y per-
pendiculares en el espacio

E(t) = &, cos (wt) — (&« — &) sin (wt)
&y (cos (wt) — sin (wt)) + &y sin (wt)

E1(t) = & (cos (wt) — sin (wt))
= &, cos (wt) — & sinwt
E,(t) = &, sin (wt)
Tenemos dos polarizaciones lineales y ortogonales.
Ademas E (t) = Ea(t) + Ea(t).

Fernando D. Quesada (UPCT,
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&

Ei(t)

t=T/4
t=T/2

t=0
=
t=37/4 &

Figura: Descomposicidn de polarizacién eliptica en
dos lineales ortogonales, parte E4(t).

&

t=T/4g1 Ez(t)
t=0
t=T/2 &
—18t=31/4

Figura: Descomposicidn de polarizacion eliptica en
dos lineales ortogonales, parte Ex(t).
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Onda plana como dos polarizaciones circulares (Ej.4)

Descomponemos en dos polarizacio-
nes circulares , una que gira a izquier-
das y otra a derechas . La forma mas
facil de escribir un campo polarizado cir-
cularmente es:

Ei=é&+jé
Se tienen polarizaciones ortogona-

les y desfasadas 7/2 en el tiempo

| oeeasd < & Figura: Descomposicion de polarizacion eliptica en dos circulares, polarizacién
(polarizacion circular a izquierdas ).

circular a izquierdas Ei (t).
Er, = &«

Eim, = &
Podemos escribir otro campo con una
polarizacién circular a derechas

E, =& —jé, t=T/2 °

Erez = éx

E __a Figura: Descomposicion de polarizacion eliptica en dos circulares, polarizacion
im, — —Cy A —
: circular a derechas Ex(t).

Fernando uesada (UPCT, Dpto. TIC)

das Electromagnéticas

7 de enero de 2014 24146



Onda plana como dos polarizaciones circulares (Ej.4)

Se trata de descomponer la onda original en dos ondas con polarizacion circular a
derechas y a izquierdas . Luego vamos a expresar:

E = AE; +BE; = A(& +j&)+B(x —jéy) = (A+B)é&x +j(A—B)& = (1+]))éx —jé
Igualando términos obtenemos A =j/2y B =1+ j/2. Por lo que,
E = J(6+18) + (L +/2)(&« — &)
Comprobemos si sale nuestro campo:
- A 1, A 1, A .
E=(1+i)8 58 —& + 58 =(1+])ex—i&

Finalmente obtenemos nuestro campo. Vemos efectivamente que una polarizacion
cualquiera puede ser descompuesta en varias ondas de polarizacion mas
simple . Esta es la base teérica de los experimentos que se hicieron con la luz al
hacerle atravesar cristales polarizantes separaban la luz en dos componentes
polarizadas ortogonalmente.

Fernando D. Quesada (UPCT, Dpto. TIC) Ondas Electromagnéticas 7 de enero de 2014 25/ 46



Onda plana con incidencia normal a un dieléctrico

Resolucion directa con ondas planas

Onda plana normal a un dieléctrico

Vamos a estudiar ahora la propaga-
ciobn de un onda que incide nor-
malmente a un dieléctrico . Hay
que ver la fase de los campos elec-
tromagnéticos.

X
€0, 1o

(@

0€r, Hotr

(2)

Figura: Propagacion de onda plana
que incide normalmente a un
dieléctrico

Modelo equivalente de linea de
transmision

Sabemos que estas ondas se
propagan como en una linea de
transmision, luego el problema es
equivalente al siguiente

o—(] ()—030—() 0—o
€ofio | €Ofrs fophr 00
o—( ()—030—() 0—o
0 7

Figura: Modelo de linea de transmision
equivalente al de onda plana.
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Onda plana con incidencia normal a un dieléctrico

Resolucion directa con ondas planas

Onda Plana
En la primera linea de transmisién ahora si que existira onda inciden-
te y reflejada :

E® _ e IRT 4 G o7
Como la segunda linea de transmision es infinita , entonces sélo
existe onda incidente :

E® _ G ekt

El problema de la onda incidente sobre un dieléctrico puede abordarse
de forma vectorial sabiendo que el campo eléctrico es transverso

a la direccién de propagacion
X

€0, L0 €0€r, [lofr
& (1) (2
k, z=0

Figura: Propagacion de onda plana resuelta de forma vectorial
sabiendo que el campo eléctrico es transverso a la direccién de
propagacion

Modelo de linea
equivalente

El campo E puede tener
cualquier direccién
transversa a la direccion de
propagacion (&;). El
problema también puede
estudiarse asi:

Figura: Modelo de linea de
transmisién equivalente al de
onda plana.
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Onda plana con incidencia normal a un dieléctrico

Resolucion directa con ondas planas

Resolucion
En el medio (1) tenemos onda incidente y onda re-
flejada:
2(1) _ o ikiT & gikaT o :
2T =G T A GE Resolucion (Medio (1))
En el medio (2) sélo hay onda transmitida: Sacando factor comdn tenemos:
2(2) _ R ikl Lo o
E =Cre '™ E‘(l) _ Ciét (e—ikrr + %eikrr)
Las direcciones de los campos son siempre las '
mismas . No cambian en este problema, todos los _ C; — Onda Reflejada
campos estan dirigidos segun la direccion transver- p= Ci — Onda Incidente
sal €. Como las direcciones no cambian
Ci = Cié, resulta ser escalar. Es un coefi-
= A ciente de reflexion es escalar
Cr = Cre[

Cr = C14
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Onda plana con incidencia normal a un dieléctrico

Resolucion directa con ondas planas

Resoluciéon

De forma similar definimos:

_ Cy — Onda Transmitida
"= 7C, = Onda Incidente

Por tanto ahora escribimos:

EW _ ¢ (e—jlzlf_i_ pejlzlr)

E®@ _ ;G e iRT
Para obtener el campo magnético
utilizo: 0

H=_—(& xE
Z (8« X E)

La expresion anterior es valida so6lo
para ondas separadas , no para el
campo total.

Campo magnético
Empezamos con el campo incidente .

Fi = -2 [6, xE®] = -1 (8, xCp)e 7
Zc, Zc,

En expresiones anteriores sélo tenemos
la onda incidente . El campo magnético
total se escribira afiadiendo el campo in-
cidente y reflejado , teniendo en mente
gue ahora es como una corriente en la
linea de transmision .

O _ (B, x Ci) (efil?yr”_

el Ky 'F)
Zc &

1
|:|'(2) _ €k, X Ci Te_jfz.f‘
Zc

2
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Onda plana con incidencia normal a un dieléctrico

Resolucion directa con ondas planas

Resolucion Resolucién
Para nuestra geometria se tiene: Se tiene que I’ = xéx + Y&y + z&,, y que
ék1 :ék2 =6, l?l-F: koz
Las ondas no cambian de direccién ko - F = kz
- 8, xC / - o
HO — =2 i (e ikt eJkl'f) . . » .
Ze, 4 EW _ G (e jkoz + pejkoz)
@ — &xC ik E® _ G re ke
Z(;2 ~ =
. HO — €; xCi <e—ijZ _ pe|koz)
De la teoria que sabemos podemos escribir los vectores de Zc,

propagacion e impedancias caracteristicas N =
@ _ 82X CiT —ikz
ki = ko€ ZCz

IZZ = kO\/Er,U«réz = ktéz

Ze, = /2 =7,
€0

Ze, = \/LUM = Zo,/&
€0€r €r

e
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Onda plana con incidencia normal a un dieléctrico

Resolucion directa con ondas planas

Resolucion

X Ahora hay que imponer las condiciones
de contorno para el campo eléctrico
(ver la figura).

(1) (2) 8, x (E@ — E(“)‘S -0
: &, x(EP-EM) =o0
y Z z=0
. A o NS » ,
PN &, xEM =(&, xC) (e oz +peJk°Z)
&, = &,

8, x E® = (&, x C))re

Figura: Condiciones de contorno 2072 = W Ll SE IS

para el campo en la frontera entre l4p=r
medios
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Onda plana con incidencia normal a un dieléctrico

Resolucion directa con ondas planas

Resolucién

Para el campo magnético las condiciones
son:

& x (H® —HY)|s = J;
Pero no hay densidades superficiales de co-
rriente , por tanto:

& x (H® —HAY)|,.o=0

éz X ﬁ(l) = 7éz x (éz x CI) (e_jkoz
Zc

1

_ pejkoz>

8, x (8, xC;) = (&, -C))&, — Ci(&, - &) = —C,

8, x AW = _ & (e—jkoz ejk02>
Zz,

L g

&, x H® = g7z
Zs,

Fernando D. Quesada (UPCT, Dpto. TIC)
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Resolucién
En z = 0 deben ser iguales:

Introduciendo 7:
l1-p 1+p
Zc, Zc,

Despejando p:

Zc, — pZc, = Zc, + pZc,
p(Ze, + Zc,) = Zc, — Zc,

Finalmente se tiene:

o= ZCZ — ch
Ly, AF Zay
ZZC
=1 - 2
’ te e, AF Zey
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Onda plana con incidencia normal a un dieléctrico

Resolucion con modelo de linea de transmisién

o—( ()—OO—() 0——o
kiZe,  keyZe, oo Resolucion
o—Q I o—() D—o - Zc, — Zc,
Zin 2 7, P72, + Ze,
Figura: Modelo de linea de transmisién r=1+p= _2Ze,
Zc, +Zc,

equivalente al de onda plana.

ki = wy/eopio = Ko

—0 0o
ko = wy/eoer propir = Kon/€r i
k]_, ZC1 Z|_ = ZC2
—¢ Do Zc, = v/ o/e0 = Zo

ZCZ = ZO\/ Hr /€r

Figura: Modelo de linea de transmision
equivalente al de onda plana. La segunda
linea de transmision se reemplaza por una
carga equivalente .
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Incidencia de una onda sobre un conductor no

perfecto

@ Vamos a ver ahora que sucede si una onda incide sobre un conductor no
perfecto .

@ Sabemos que una onda incidente en un medio puede modelarse como la
propagacion de lineas de transmision

@ Ahora en el conductor, pondremos una linea de transmision con pérdidas |, al
tener un conductor no perfecto . Sabemos que en una linea de transmisién
con pérdidas debemos hallar la funcion de propagacion compleja

1 x (2) 1
o—( D—oco—( D—o
€0 g, €
Eg _ ko Zc, i 72:Zc, eS)
1 2=0/
Hy y z o—0 D—oo—a Do
0 z

Figura: Modelo de linea de transmision

Figura: Propagacién de onda plana que equivalente al de onda plana

incide sobre un conductor no perfecto
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Onda incidente sobre un conductor no perfecto

Andlisis (aprox. altas pérdidas)

Y2 = jwy/p2€2 En el medio (2)
También sabemos que las pérdidas de un medio estaban
ligadas al caracter de ¢,. Es decir, pérdidas en el dieléc-
trico y en el conductor.

@=¢-ig -2 =¢-j(¢+2)
w w

= e5(1 —jtand)

También sabemos que en el caso mas general, tan § lle-

van las pérdidas tanto en el dieléctrico como en el con-
ductor perfecto. Es decir, sabemos:

1"
& + 2
’

€

tand =

Si tenemos un buen conductor , entonces o >> 1 (con-
ductividad alta) y entonces tané >> 1, tané = %

Y2 = jwy/p2€(1 — jtand)
= jwy/p2€e5/1 —jtand

Anéalisis
Saco factor comun (j tan §). Sabiendo que €;, =
€0€r Y 2 = [ofbr-

Y2 = jwy/ p2€5/j tan o

1 —
jtand
—w\/;ez\/ﬂ? 1- =

Pero como tané — oo entoncestand >> 1, en-
tonces tenemos la aproximacion de buen con-

ductor.
Y2 = wy/ p2€yr/jtan o
\/ Veir/2 =

= cos(r/4) +]sin(r/4) =

V2.
Y2 = w4/ pi2€, tan 67(1 +1i)

tan 1)

e|7r/2)1/2 _gin/4

V2(14j)
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Onda incidente sobre un conductor no perfecto

Analisis Analisis

Usando el valor de tan 4.

f(lﬂ) =i zw\[(l +])

Y2 =W P"Zez

Por otra parte w = 2xf.

Y2 \/u227rfa\f 1+j) \/szﬂ'o'f 1 +i)
= (1 +))Vpefno =02+

az = v/ puefmo Constante de atenuacion
B2 = v/ u2fmo Constante de fase

Se llama profundidad de penetracion de la onda

1
0= ——
\ pf o
_ @+
n= 5

Tenemos que a, = % es la cons-
tante de atenuacién . Se ve que
si ¢ 11 entonces a 1. Si f 1
entonces también o 11. Por otra
parte, 8, = % En el conductor el
campo puede escribirse como:

E@ _ é_re*‘lzze*iﬁzl
Tensi6on de una onda incidente
en una linea de transmision
Si a 1 entonces la magnitud del
campo decae muy deprisa. Se
tiene una atenuacién muy fuer-
te. Las ondas penetran menos

cuanto mayor sea o y mayor sea
f.
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Onda incidente sobre un conductor no perfecto

Andlisis
Queremos ver como se atenta el campo
eléctrico dentro del conductor

E® _ G e /g 12/?

Cuando la onda penetra z = § (metros),
entonces,

E® = Crete™!

El médulo ha decrecido (1/e) = 0, 368, es
decir ahora es el (36,8 %) del valor inicial .
Cuando la onda recorre z = 10§ entonces

E@ _ c‘:‘Te—loe—le

El campo ha decrecido (1/e* = 0,004 %),
el campo ahora es el 0,004 % de lo que va-
lia en z = 0, luego vemos que es practica-
mente cero.

Impedancia caracteristica
Para terminar el problema debemos calcular laim-
pedancia caracteristica de la linea

Zo, = Wk _ jwp2d

2 72 1+4]

Multiplicando y dividiendo por el conjugado del de-
nominador.

1—))j ) 1
Zcz:( J;letz _ ;—me&
2 _ 1+jw 1 14 2nfus
e 2 ﬂz\/uzwfcf 2 \ perfo

Zc, =(1+i)\/@=(1+1)@ _@+))

oo
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Onda incidente sobre un conductor no perfecto

Este es el circuito equivalente

ko, Zc, Zc,
—(0 0o

Figura: Modelo circuital equivalente.
La parte real de Zc, tiene que ver con la potencia media que entreguemos.

Re, = —

-2
Vemos que si o — o0, Re, — 0. Si Re, — 0 es dificil entregar potencia activa.
Vemos que Zc, tiene un angulo de 45° y tiene caracter inductivo
Si o = co tenemos un conductor perfecto, entonces Rc, = 0, potencia media
entregada cero y ademas § = 0, profundidad de penetracién nula, la onda no penetra
nada.

Este es el problema de las comunicaciones con un submarino . El agua del mar
tiene una conductividad alta, de modo que 6 — 0y la onda penetra a poca
profundidad. La solucién es bajar la frecuencia para que é aumente un poco. Por este
motivo se usan ondas de frecuencias muy bajas . También se usan ondas
acusticas que se propagan mejor en el agua (SONAR).
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Incidencia oblicua de ondas sobre dieléctricos

&

Plano transverso de polarizaci(’)na

r 0[

N>

Figura: Incidencia con onda oblicua sobre un
dieléctrico. En este caso las direcciones de

las ondas cambian , por lo que el problema no
es tan sencillo como para incidencia normal. En
el plano transverso de polarizacion se

mueve el campo eléctrico

Incidencia oblicua en dieléctricos

Para este problema es importante definir el lla-
mado plano de incidencia . Un plano esta defi-
nido por dos rectas. El plano de incidencia que-
da definido por:

@ Lanormal al dieléctrico.

@ El propio rayo incidente.
En nuestro caso el plano de incidencia es el
plano del papel.
El campo eléctrico E; puede estar polarizado
de forma eliptica o circular , de modo que en
cada instante de tiempo puede girar en el plano
transverso. Estudiar este problema es muy com-
plejo. Sin embargo, nosotros sabemos que po-
demos descomponer cualquier tipo de pola-
rizacion en dos polarizaciones lineales y or-
togonales en el espacio . Vamos a escoger es-
tos dos tipos de polarizaciones.
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Incidencia oblicua de ondas sobre dieléctricos

N>

0;

N>

6

m
T

o ki
Hi

T,

I
Figura: El campo eléctrico incidente esta
contenido en el plano de incidencia, se
trata de polarizacion paralela

Figura: El campo eléctrico incidente es
perpendicular al plano de incidencia, se
trata de polarizacion perpendicular

Si el campo eléctrico incidente esta contenido en el plano de incidencia tenemos
polarizacion paralela . Por otra parte, si el campo eléctrico incidente es perpendicular
al plano de incidencia tenemos polarizacion perpendicular . Vamos a estudiar estos
dos casos, puesto que cualquier onda podra descomponerse en dos ondas con

estos tipos de polarizaciones
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Polarizacion paralela

Analisis
Como H es la corriente, la onda reflejada
sufre 180° de desfasaje con respecto a la

g X onda incidente.
|_;r E: ke ki = ki€ = kol
O oiHy K = ki, = koby,
0 z ki = ki€y, = koy/Firer i
B W@ Trabajando en un sistema cartesiano, va-
|_'|i "o, 1o Yeo€r , fiofir mos a hallar las componentes de los vec-

tores unitarios
Figura: Resolucion del problema de R R o
incidencia oblicua con polarizacion € = COS i€, + sinf;ex
paralela . &, = —c0s 6,€; + sin 6,
&, = cos 6:€, + sin 6;€,
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Polarizacion paralela

Analisis T
- - . IGESS
Vamos a escribir el campo magnético en primer lugar. V: defini fici
Como la corriente en una linea de transmisién. Vemos damc;ls a_ , Sl unos. c_qe icientes .
gue el campo magnético solo tiene componente segun S EI20n transm|3|0n_ qparnr
el eje y, luego: de estas ondas de cortocircuito.
CYr
5 _ s Cy iir o ) o=
Hi = eyz—e i Onda incidente en la linea Cy,
C.
2 G
H = —é Zy’ e %7 Onda reflejada en la linea Cy,
El término K, ya lleva el signo negativo dentro. Por otra G —a Cy k7 _ 1y a
i =€&y—e = Hy &y
parte, Zc,
- . Cy, —iR-F A
Lo H = &= pe " =H,é
ch © Zo r Yzcl Yr &y
& 2~ Cy kT A
Zc, = Zoy /22 Mg e TS
€r
] A Cy[ —jk-F fea . s
H, =& — > e Onda transmitida en la linea
C2
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Polarizacion paralela

Analisis
Haciendo el producto escalar

1

-T = ko(x sin6; + z cos 6;)

L

T = ko(x sinf; — z cos o)

=

ki - T = k¢(x sin6; + z cos 6;)

Imponemos la continuidad de
las componentes tangenciales
del campo magnético. No hay co-
rrientes de superficie.

Fernando D. Quesada (UPCT, Dpto. TIC)
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Andlisis
La componente y es tangencial al dieléc-
trico luego:

Hy,(z = 0) + Hy,(z = 0) = Hy,(z = 0)

Cyi —jkox sin 6; Cyi —jkoXx sin 6
-—¢€ — —pe
Zc, Zc,
_ Cyi Tlefjktx sin 6;
Zc

Esta ecuacion debe cumplirse para todos
los puntos x de la superficie, luego las
tres exponenciales deben ser iguales

koX sin 6; = kox sin 6,
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Leyes de Snell

Leyes de Snell Polarizacion paralela

Del estudio anterior resulta que 6; = 6,. Esta es Ahora tratamos de obtener el campo eléctrico .
la ley de reflexién que surge de las leyes de Sabemos que para la onda incidente:
optica . Ademas, . 1 B
Hi = 7(éku X Ei)
Kox sin 6 = k¢x sin 6 Ze,
Ko sin 6; = ki sin 6, (B x Hi) = % 6 x (B x EN]
1

En las relaciones anteriores tenemos la ley de
refraccion de Snell . Las leyes de la éptica
Ezwxl:\)/:’irlwl estan contenidas en las ecuaciones de Ax (BxC)=B@&.E)—E(&A.B)

Tenemos la relacion vectorial:

ko sin 6, = ko+/firer sin b € X (8 x Ei) = & (& - Ei) — Ei(& - &)

sing; = /frer sin 6; Bi = —Zc, (8 x Hi)

i . - Calculamos entonces:
La relacion previa es otra forma de escribir la

ley de Snell . Como las exponenciales ahora son B éx &y é,
iguales queda la condicion: &, xH =| sing; 0 cos6
0 Hy, 0
1 A R . .
Zs,  Zo | Zs, = &x[—Hy, cos 6] + &;[Hy, sin 6]
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Polarizacion paralela

Leyes de Snell

Cy,
Leyes de Snell E: = Zc,n 7 e 7 (cos 0,8, — &, sin6;)
C

Ei = Zc, ; T (cos 6,8, — sin6ié,) Ahora imponemos la continuidad de las com-

1 ponentes tangenciales en z = 0. Las compo-
nentes tangenciales son x, pero no z, puesto que
z es normal al dieléctrico.

El campo reflejado es:

. éx &y é,
€k, X Hr = | sin6; 0 —cos b Ex‘ (Z — 0) + Exr (Z — 0) — Ex[ (Z — 0)

0 Hy, 0

= &,[Hy, cos ;] + &[H,, sin6;] Como en z = 0 las exponenciales son iguales
obtenemos:
Cy, _
Er =Zc, o= Ze ik7 (cos ;€ + &;sin6;) Cy, cos 6 4 pCy, cos f; = nCy, cos b
1
Igual para el campo transmitido : Donde como siempre las impedancias caracte-

. R R risticas tienen los valores:
éx éy €,

&, xH =| sin6 0 cosé Ze = /#o ~ 7
0 H, © !
= &x[—Hy, cos 6;] + é;[Hy, sin 6] Hopir _ o
€0€r €r
O = 0
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Polarizacion paralela

Leyes de Snell
Substituyendo 7 por su valor:

Z, Z,
cos6i(1+ p) = cosb; <ﬁ = p|ﬁ>
Zc, Zc,
Z Z,
cos 6 + p cosb; = % cos 6 — p & €os 6,
Zc, Zc,
Z, Z
] (cos 6 + 2% cos 9¢) =% cos 6; — cos b;
Zc, Zc,
Zc, c0S 6 + Zc,cos6;  Zc, CoS b — Zc, COS 6,
P =
Zc, Zc,
Obtenemos:

_ Zg,cos6 — Zc, cos b

2 Zc, C0S 0t + Zc, cos b
Operando saldra:

_ 2Zc, cos b
4= Zc, cos b + Zc, COS 6;

Leyes de Snell

Si multiplicamos por Zc, tenemos:

Zc, C0S 6O — Zc, oS b n
" Zc, cos 6, + Zc, cos b - Ze, ¢
Zc, €0s 0 + Zc, cos b — Zc, oS by + Zc, Cos b Zc,
Zc, c0S 6 + Zc, cos b; = Zc,
2Zc, cos b Zc,
Zc, c0s 6 + Zc, oS b; = Zc,

A partir de aqui tenemos:

_ 2Zc, cos
a4= Zc, €os 6; + Zc, €os b,

A esto se llama coeficientes de Fresnel , utilizados en
optica, y vemos que también estan contenidos en las
ecuaciones de Maxwell. Estos coeficientes se hallaron
experimentalmente haciendo experimentos con la luz
sobre lentes dieléctricos.
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