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Hoja de Problemas 4. Aplicaciones lineales

1. Deducir cuéles de las siguientes aplicaciones f : U — V son lineales:

a) U=R3V =R, f(z,y,2) = (z,x+y,—2z,9y— ).

b) U=R3V =R? f(z,y,2) = (x +v,0).

Y U=V =R3 f(x,y,2) = (2,2 +y,—2).

d) U=V =R f(x1,22) = (311, —T2).

e) U=RYLV =R? f(z,y,2,t) = (v — 3y + 8, 2x).

f) U=V =R3 f(x1,79,23) = (x1 + T2 + T3, 71 + To — T3, T3).

g) U=V =R2 f(z,y) = (3z — y,6x).

h) U=V =R3 f(x)=2x+ z, zo € R fijo.

) U=R3V =R2 f(z,y,2) = (22, y + 2).

) U=V =M(R), f(A) = 5(A- A

k) U =V = P; (=polinomios de grado menor o igual que 3), f(p(x)) = zp'(z).
)
)

o
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) U=V =R3 f(z,y,2) = (z,1,y).
m U:R37V:R2a f($ay7z):(x2_y270)‘
En los casos afirmativos clasificar la aplicacion lineal y calcular su nicleo e imagen.

Solucién: Son lineales las aplicaciones de a), b), ¢), d), e), f), g), h) [solamente si zy = 0],
i)y k).

2. Sea f: U — V una aplicacion lineal. Probar las siguientes afirmaciones:

a) f es inyectiva si y so6lo si dimImf = dim U. En esta situacion dimU < dim V.
b) f es suprayectiva si y solo si dim Imf = dim V. En esta situacion dimU > dim V.

¢) [ es biyectiva si y solo si dimU = dim V' = dimImf. En esta situacion dimU = dim V.
De hecho, cuando dim U = dim V' entonces, f es inyectiva < es suprayectiva (con lo que
f es biyectiva).

(Indicacién: Usar la formula dim U = dim Im f + dim ker f.)
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Sean U y V dos espacios vectoriales. Considerar el conjunto Hom(U,V) = {f : U =V : f
es lineal}, es decir, todas las aplicaciones lineales que van desde U hasta V. Demostrar que
con la suma f+ g : U — V dada por (f + g)(z) = f(x) + g(x) y el producto por escalares
a- f: U — V definido por (o - f)(z) = a- f(x), el conjunto Hom(U, V) tiene estructura de
espacio vectorial.

Si f:U — V es una aplicacion lineal, probar que ker f es un subespacio de U y que Imf es un
subespacio de V.

Sea f un endomorfismo de R? dado por f(z,y,2) = (2 +y + 2,2 +y — 2, 2). Hallar ker f, Imf
y f(V), donde V ={(z,y,2) : x +y + z = 0}.

Supongamos que tenemos una base B = {u,v} de R?. Supongamos que tenemos un endomor-
fismo de R? que cumple que f(u) = 5u+2v y f(v) = 3u — v. Hallar la matriz asociada a f
respecto de la base B.

Se considera el homomorfismo f : R® — R? que hace corresponder a los vectores (1,0,1), (0,1, 1)
y (1,1,0) los vectores (0,1),(0,2) vy (1,1) respectivamente. Hallar la matriz asociada a f en las
bases canonicas de R3 y R2.

Sea f un endomorfismo de R? dado por f(z,y,2) = (z+y, —x+y— 2, z). Dadas las bases de R?
C ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} y B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} hallar Mc(f), Ms(f), Mpc(f)
y Mcs(f).
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Sea f un endomorfismo de R? cuya matriz asociada respecto de la base canénicaes | —1 0 1
3 00

Hallar la matriz asociada a f respecto de la base B’ = {(1,0,1),(1,1,0),(1,0,0)}.

Se consideran tres espacios vectoriales A, B y C con bases respectivas a = {ay,as,a3},b =

{b1,b2} v ¢ = {c1, c2, c3}. Supongamos que tenemos homomorfismos A 4 B % ¢ dados por las
condiciones f(a1) = by — by, f(az) = by y f(as) = 2by; g(b1) = c1 — 2 + 2¢3 y g(ba) = ¢1 — ca.

Se pide:
i) Matriz asociada a f respecto de las bases a y b.
ii) Matriz asociada a g respecto de las bases by c.

iii) Matriz asociada a g o f respecto de las bases a y c.

Supongamos que tenemos un endomorfismo f de un espacio vectorial E. Demostrar que fof =0
siy solo si Imf C ker f.

Dentro del espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden 2 con coeficientes reales,
Msy2(R), se considera el siguiente conjunto M = {(2§) : a,b,c € R} y la aplicacion f : M — M
definida por f(28) = (2.°%5%). Se pide:

C



a) Demostrar que M es un subespacio vectorial de My,o(R) y dar una base de él.

b) Demostrar que f es una aplicacion lineal y calcular la matriz asociada a f en la base
calculada en el apartado anterior.

13. Ver si es posible que existan aplicaciones lineales como se indica a continuacion (justificando
la respuesta):

a) f:R? = R tal que f(1,0) = (2,—1,3), £(0,1) = (3,5,8) v f(1,1) = (3,0, —1).
b) g:R? — R? tal que g(1,8) = (6,4),¢9(2,7) = (0,—1) y g(=1,1) = (6,5).

14. Decir si las afirmaciones siguientes son verdaderas o falsas (justificando la respuesta):

a) Si una aplicacion lineal f : R* — R? tiene por nticleo ker f =z —y + z = 0, entonces f es
inyectiva.

b) Si f es un endomorfismo de R? tal que f(1,1) = (0,1) y f(2,3) = (0,1), entonces f(1,0) =
(0,1).

¢) Si f es un endomorfismo de R? tal que f(1,1) = (0,2) y f(1,—1) = (2,0), entonces la

. . . 1 -1
matriz asociada a f respecto de la base canodnica es ( 11 )

d) Existe un endomorfismo f de R? tal que respecto de dos bases tiene por matrices asociadas
1 2 11
13)Y 0 0)

e) El endomorfismo de R? cuya matriz asociada es es biyectivo.
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