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Introduccion

Rectdngulos en R". Particiones

Definicion
Llamaremos rectangulo compacto en el espacio R" a todo conjunto de la
forma:

I = a1, bi]x...x[an, bp) = {(x1,...,xs) ER" 13 < x; < bj, j=1,2,...,1

donde a; < bj para cadaj =1,2,...,n.

Para n = 1 obtenemos los intervalos cerrados [a1, b;], para n =2
obtenemos los rectdngulos cerrados | = [a1, b1] X [a2, bo] del plano R?,
mientras que en R3, / es un paralelepipedo recto rectangulo.

Definicion

Llamaremos medida del rectangulo | = [a1, bi] X ... X [an, by al ndmero

A(l) = (by — a1) - ... (by — ap).
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Introduccion

Definicion
Llamaremos particion del rectangulo | = [ay, b1] X ... X [ap, bs] al

producto P = P; x ... x P,, donde P; es una particién del intervalo
[aj, bj]. Llamaremos didmetro de la particion P al

max {diam(P;) : i =1,...,n}.

Definicion

Sean P=P; x ... x P,y PP = Pj x ... x P}, particiones del rectangulo
I = [a1, b1] X ... X [an, bs]. Diremos que P’ es mds fina que P si PJ{ es
mads fina que P; para cada j=1,...,n.

M. Munoz (U.P.C.T.) Integral Miltiple Matemdticas T 38/ 19



Introduccion

Observar que si P =Py x ... X P,y P' = Pj x ... x P}, son particiones
del rectdngulo | = [a1, b1] x ... x [ap, bn] y denotemos por P/ la particién
del intervalo [a;, bj] formada por los puntos de subdivisién de P; y PJf para
Jj=1,...,n, entonces la particién P” = P{ x ... x P/l es una particién de
I m3s fina que Py que P'.
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i 2

Figura: Particién del intervalo | = [1,4] x [1,3] dada por P = P; x P,, donde
Py ={1,25,35,4} y P, ={1,2,3}.
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Introduccion

Si | =a1,b1] X ... % [an, by es un intervaloy P = P; X ... X P, es una

particion de / donde P; = {aj = pé,p{, P = bj} para cada
j=1,...,n, entonces P divide a / en intervalos de la forma

1 .1
o, = [PilaPi1+1] X.o.. X [P;:aP;:+1]7

donde jj € {0,1,...,nj — 1} paracada j=1,...,n.
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La integral en rectdngulos degenerados

La integral en rectdngulos degenerados

Definicion

Sea f : | C R" — R una funcién real acotada en | y
P={lii. . i€{0,1,...,nj—1} paracadaj=1,...,n}

una particion de |. Llamaremos sumas de Darboux a los valores S(P) y
s(P) obtenidos como

SP)= > Allii.in) sup F(x),

1,02,..min X€liy iy in

s(P)= Y Allp.iy) _inf  f(x),
| = x€ligip,...,in
11,125---5In

siendo S(P) la suma superior de Darboux y s(P) la suma inferior de
Darboux.
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La integral en rectdngulos degenerados

Después de esta definicién es obvio que s(P) < S(P). En general, tenemos
el siguiente resultado

Teorema

Sea f una funcion real acotada definida en un rectangulo compacto | de
R". Para dos particiones cualesquiera P y P" de | se tiene s(P) < S(P').

Definicion

Sea P la familia de las particiones de un rectangulo | C R" y sea

f : I — R una funcién acotada. Diremos que f es integrable en | si existe
un dnico valor I(f) € R tal que

P) = inf S(P) = I(f).
sup s(P) = fnf S(P) = 1(f)

Usualmente denotaremos /(f) como [, f(x)dx.
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Recintos bdsicos

Recintos basicos

Hasta ahora hemos considerado la definicién de integral en rectdngulos

generalizados de R", sin embargo, dicha definicién puede extenderse a los
recintos bdsicos. Diremos que Q C R" es un recinto bdasico si es un recinto
acotado con interior no vacio de manera que la frontera del mismo sea un

conjunto cerrado.
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Recintos bdsicos

Sea f : Q C R™ — R una funcién acotada definida sobre un recinto basico

Q. Consideramos el menor rectangulo generalizado / de manera que

esté contenido en dicho rectdngulo y definimos la funcién auxiliar
f: 1 — R dada por

f(x,y) sixeQ
0 six € Q.

Diremos que f es integrable en € si y sélo si fes integrable en el
rectangulo / y definiremos

/Q f(x)dA = // f(x)dA.
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Propiedades generales

Propiedades generales

@ Si f es continua en £2, entonces f es integrable en Q.

@ Cuando n =2y la funcién f es positiva, el valor de la integral
coincide con el del volumen del sélido encerrado por la gréfica de la
funcién y el recinto considerado.

@ Sean f, g : Q — R integrables en el recinto bésico 2 entonces para
todo par de niimeros reales «, 3 se tiene que af 4+ 3g es integrable en
Qy

Amﬂﬂ+%hmk—mlfmw+ﬂég@w

@ Si f(x) > 0 para todo x € €, entonces

(A“”WZQ
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Propiedades generales

5 Si f(x) > g(x) para cada x € 2, entonces

Aa@wzéa@w

6 Si € se descompone en la unién de dos recintos basicos €21 y 2> con
interseccidn vacia o igual a un segmento, entonces f es integrable en
cada una de ellas y ademas

Aa@wzéjww+éjmw.

7 La integral de f sobre Q es igual a la integral sobre su interior.
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Propiedades generales Cambio de variable en la integral

Cambio de variable en la integral

Teorema
Sea f : Q2 C R" — R una funcién continua en un recinto bdsico abierto y

sea ¢ : N C R" — R" de de manera que ¢(N\) = Q y ¢ es diferenciable en
N con detJ(¢(y)) # 0 para cada y € N. Si tomamos el cambio de variable

x = ¢(y) obtenemos que

/ F(x)dx = / F(6(y)) [det J(6(y)] dy,
Q A

donde J(¢(y)) denota la matriz jacobiana de la aplicacion ¢ evaluada en y.
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Integral doble y triple en recintos acotados

Integrales dobles

Sea f : | = [a, b] X [c,d] — R una funcién acotada entonces el célculo de
la integral sobre rectangulos se reduce al cédlculo de integrales de funciones
de una variable al verificarse:

[rtenaar= ([ o) ax= [ [ o) o

Usualmente escribiremos [, f(x,y)dxdy = [ [, f(x,y)dxdy para referirnos
a dos dimensiones.

En el caso de recintos mas complicados las férmulas de reduccién seran
mads o menos complejas dependiendo de la forma del recinto. En general se
trata de fijar un intervalo maximo de integracién para una de las variables
y determinar los limites de integracidn de la segunda variable en funcién de
la primera.
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Integral doble y triple en recintos acotados

Integrales triples

El caso de las integrales triples es similar. En el caso de un intervalo
I = [a1, b1] X [a2, ba] X [a3, b3] la integral de una funcién acotada f

definida en / vendrd dada por
by bz b3
/f(x,y,z)dxdydz = / </ < f(x,y,z)dz) dy> dx.
/ a az as

Las integrales triples las denotaremos como [ [ fQ f(x,y,z)dxdydz.
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Integral doble y triple en recintos acotados Eijemplos

Ejemplos

Calcular la integral doble [ [, y + log(x)dxdy en
Q:{x,y)eRz:%gxgl,x2§y§x}.
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Integral doble y triple en recintos acotados  Ejemplos

El dominio viene dado por:

0.2 0.4 0% 0.9 1

Una representacion grafica de la funcién es la figura que sigue.
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Integral doble y triple en recintos acotados  Ejemplos
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Integral doble y triple en recintos acotados  Ejemplos

La integral

/Qy + log(x)dxdy = /015 </X:y + |0g(X)dy> dx.
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