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Los comienzos: Siglo XVII

Los problemas que trataban de solucionar los matematicos del siglo XVII
eran de tres tipos:

@ Determinacién de las tangentes a las curvas.
© Blsqueda de maximos y minimos de funciones.

© Busqueda de las condiciones de existencia de raices multiples de las
ecuaciones algebraicas.

En el transcurso de este siglo los problemas diferenciales atin se resolvian
por los métodos mas diversos.
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Los comienzos: Siglo XVII

En la escuela de Galileo, para la bisqueda de tangentes y normales a las
curvas se aplicaban simultdneamente los métodos cinematicos,
considerando diferentes lanzamientos y movimientos complejos,
determinando la tangente en cualquier punto de la trayectoria.

La aparicién del andlisis infinitesimal fue la culminacién de un largo
proceso cuya esencia matematica interna consistié en la acumulacién y
asimilacién tedrica de los elementos del calculo diferencial e integral y la
teoria de series.
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Los comienzos: Siglo XVII

Para el desarrollo de este proceso se contaba con:

(]

el dlgebra;
las técnicas de calculo;
introduccién a las matematicas variables;

ideas infinitesimales cldsicas, especialmente de Arquimedes;

e 6 ¢ ¢
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Los comienzos: Siglo XVII

Las causas que motivaron este proceso fueron:
@ Las exigencias de la mecénica.
@ La astronomia.

o La fisica.
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Los comienzos: Siglo XVII

La dltima etapa del desarrollo del andlisis infinitesimal fue el
establecimiento de la relacién e inversibilidad mutua entre las
investigaciones diferenciales e integrales, y a partir de aqui la formacién del
célculo diferencial e integral. Este Gltimo surgié casi independientemente
en dos formas diferentes:

o La Teoria de fluxiones de I. Newton.

o El cdlculo de diferenciales de G.W. Leibniz.
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Los comienzos: Siglo XVII

Leibniz llegd a la idea sobre el simbolo d (de diferencia) para la
designacion de diferencias infinitesimales. Igualmente representé la integral

como suma de todas las ordenadas.
El primer manual de célculo diferencial y sus aplicaciones a la geometria:

Andlisis Infinitesimal de G. F. L'Hopital aparece en 1696.

M. Munoz (U.P.C.T.) Diferenciabilidad en varias variables Matemdticas T 7/ 135



Definicién de diferencial

Definicion de diferencial

Cuando se intenta generalizar el concepto de derivada a las funciones de
dos variables reales, la primera dificultad que se encuentra es el no poder
formar el cociente incremental para después tomar su limite. Manteniendo
fija una de las variables la funcién depende sélo de la otra y respecto de
ella si es posible tomar su limite, obteniéndose las derivadas parciales.
Ahora bien nosotros sabemos que toda funcién derivable de una variable es
continua mientras que si son dos o mas las variables pueden existir las
derivadas parciales sin que por ello se asegure la continuidad.

Estos inconvenientes se obvian introduciendo el concepto nuevo de
diferenciabilidad que en el caso de una variable es equivalente a la
derivabilidad.
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Definicion de diferencial

Sea f :]a, b[— R una funcién. Sea xg €|a, b[ y supongamos que f es
derivable en xp. Luego existe el limite, al que se le llama derivada de la
funcién f en el punto xg, y se representa por f'(xp):

flxo+h) — flx) —
f-/(XO) — ||'m (XO + ) (XO) _ ||'m (X) (X0)7
h—0 h X=X X — Xp
o también )
lim f(XO + h) — f(Xo) —f (Xo)h _o.
h—0 h

M. Munoz (U.P.C.T.) Diferenciabilidad en varias variables Matemdticas T 9 /135



Definicion de diferencial

Denotemos por p(h) = M — f’(xp) donde h € U\ {0}, siendo U

un entorno (que por comodidad supondremos abierto) del origen y
p(0) := 0. Obviamente limy_,q p(h) = 0. Entonces

f(xo+h) — f(x0) — f(x0) - h=h- p(h),
o bien, tomando x = xg + h,
f(x) — f(x0) — f'(x0) - (x — x0) = (x — x0) - p(x — x0).

Esta dltima ecuacién describe el hecho de que la grafica de f queda
aproximada por la gréfica de la tangente (que es la trasladada al punto
(x0, f(x0)) de la gréfica de una funcién lineal (una recta)) y que la
aproximacién es tanto mejor cuanto mas cerca estemos del punto xp.
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Definicion de diferencial

f HXo+hL-f HXgoI
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Definicion de diferencial

La misma idea es la que configura el cdlculo diferencial de funciones de
varias variables. En concreto, nos centraremos en el caso particular en el
que dichos espacios sean de dimensién finita.
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Definicion de diferencial

Definicion
Sea U C R" un subconjunto abierto?, f : U — R™ y Xy € U. Se dice que f
es diferenciable en Xy cuando existe una aplicacion lineal A : R" — R™ tal
que

f(%0 + h) — f(%0) — A(h)

A0, 1]

= Opm, (1)

donde h € Uy siendo Uy un entorno del origen.
La aplicacion lineal A es la diferencial de f en el punto Xy, y se representa
por dfy,.

“No es restrictivo suponer que el dominio es abierto. La diferenciabilidad de una
funcién en un punto es un concepto local y es suficiente que exista una bola centrada en
Xo contenida en U de forma que la aproximacién a X, pueda realizarse sin restricciones.
Tomando la restriccién de la funcién a esa bola estaremos en la condiciones de la
definicion.
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Definicion de diferencial

Esta ecuacién es una extensidn de la derivada de funciones en una
variable. Para el caso de una variable el término f'(xp) - h es la funcién
lineal. De nuevo, la idea a la que responde el hecho de que una funcién f
es diferenciable en un punto Xy es el hecho de poder aproximar f en una
bola centrada en Xy mediante una funcién trasladada de una funcién lineal,

esto es,

g R"— R"
X — f(X0) + AR — Xo) = f(X0) + dfy, (X — Xo).
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Definicion de diferencial
La aproximacién es tanto mejor cuanto mas cerca estemos de Xg.
Véamoslo con un ejemplo. Consideremos I3 funcién f(x,y) = x? + y? — 2
y el punto xp = (1,1).
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Definicion de diferencial
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Definicion de diferencial
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Definicion de diferencial

Observar también que la condicién (1) puede expresarse como
f (% + h) — f(%0) — df,(h) = p(h) - ||, (2)
siendo p la funcién dada por

f(% + h) — f(%) — A(h)
[l

p(h) = si he B\ {0,}
p(6,,) =0

donde B es una bola centrada en 0 con radio suficientemente pequeiio de
manera que tengan sentido cada una de las expresiones que aparecen.
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Definicion de diferencial

Hacemos un inciso aqui para seialar que una funcién f : U C R” — R"™
viene dada en la forma f = (f1,f2,...,f™), donde a las funciones
fi: U — R se las denomina como funciones coordenadas. Entonces f es
diferenciable en X si, y sélo si, f/ es diferenciable en Xy para cada

j=1,2,...,m. En ese caso se verifica la igualdad

— 1/~ my—
dfz, (V) = (df)?o(v), o dfy (V).
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Definicion de diferencial

En efecto, si f es diferenciable en Xy entonces la igualdad (2) se verifica y
tomando la coordenada j-ésima en los miembros de la igualdad obtenemos

fi(%o + h) — ;%) — Aj(h) = p;(h) - [|Al],
donde dfy,(B) = (As(B).- .. Am(R)) ¥ p(R) = (p1(B), ., pm(B)). Es claro
que para cada j = 1,...,m, A; es lineal y lim;_5 pj(h) = 0, de donde se
sigue que f; es diferenciable en Xg. Reciprocamente, si todas las f; son
diferenciables en X, tenemos que

fi(%0 + h) — £(%0) — Aj(h) = p;(h) - |IA

para he Bjyj=1,...,m. Definimos A= (A1,...,Am), p=(p1,---,Pm)
y B =", B;. Entonces A es lineal, p esta definida en By verifica que

Ifm,ﬂH(—)'n p(/_;) = 6,77, y asi,
f(Xo + h) — f(%) — A(h) = p(h) - |||,

para cada h e B.
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Definicion de diferencial

Proposicion

Sea f : U C R" — R™ diferenciable en Xy € U, entonces su diferencial en
ese punto es tnica.
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Definicién de diferencial

Demostracion:

Supongamos que existen A: R"” — R™ y A’ : R" — R™ aplicaciones
lineales tales que

f(% + h) — f(%) — A(h)

h—0, |||

- 6m7
cuando h € B, siendo B una bola centrada en 0 y

- ¢ _ - _ ! T .
im [0+ h) = F(%) = A'(h) _ 5
h—0n || Al

my

para he B, y B’ una bola centrada en 0.
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Definicion de diferencial

De aqui, restando

- L -
o AB = AG) _ A=A 5 ‘)
h—0n || hl| h—0 || hl|
para he BNB.SeaxcR" X #* 0,. Entonces existe § > 0 tal que si
0 < |t| < & se tiene que t- X € Up N Uy donde t € R. La existencia del
limite (3) asegura la existencia del limite en la direccién del vector X.
Efectivamente tomando h = tX obtenemos

(A-MA(R) =
jim L A=AN®) _ 5
=0 [t|-[IX]|

es decir,
(A-A)x%) =

= =0
X1 "

de aquif,

(A= A)(X) = Om,
y finalmente,

A(X) = A(X) = 0.
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Definicion de diferencial

El razonamiento es valido para cada X € R"\ {0,}, y puesto que toda
aplicacién lineal verifica que A(0,) = A’(0,) = 0,, obtenemos que

AX) = A'(%)

para cada X € R".
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Definicion de diferencial
En la proposicién que sigue recogemos algunas propiedades fundamentales
de las cudles no ofrecemos su demostracion.
Proposicion
@ Una funcién constante es diferenciable en cualquier punto y su
diferencial es la aplicacion lineal nula.
@ Una aplicacion lineal es diferenciable en cualquier punto, siendo su
diferencial ella misma.
© Sean f y g funciones definidas en una bola abierta B C R" con
valores en R™ y tales que f y g son diferenciables en Xy € B.
Entonces f + g es diferenciable en Xy, siendo

d(f + g))?o = df)?o + dg)?O‘

@ Sea f una funcidon definida en una bola abierta B C R" con valores en
R™ y A € R. Si f es diferenciable en Xy € B, entonces la funcién A - f
es diferenciable en Xy y

d(\- f)z, = A - dfy,.
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Definicion de diferencial

Proposicion
Seaf:UCR" = R™ Sjf esdiferenciable en X5 € U, entonces f es
continua en Xg.
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Definicion de diferencial

Demostracidn:

Sea € > 0. Puesto que f es diferenciable en Xy existe A: R" — R™ lineal

tal que
f(Xo+ h)— () —A(h) =

Iim

0, 1Al "

es decir, existe 1 > §; > 0 tal que si he 8(6,,,51), entonces

[Fo+ By = FR) - ARY|
= <77
Il 3

y asi,

Hf(>‘<’o YR - (%) — AR < g : HEH < %
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Definicion de diferencial

Por otra parte,
|50+ B) = £(Ro)| < ||F (%0 + ) = £(%) = AGR)|| + (R
Puesto que A es continua, existe 6> > 0 tal que si he 8(6,,, J2) entonces
-, €
A(h H <<
4] <3
Sea & := min{d1, 82}, entonces si h € B(0,,d) tenemos que

2

:§€<€,

|fGo+F) - ()| <

y la prueba acaba. U
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Definicion de diferencial

La implicacién contraria no es cierta en general (no lo es para funciones
reales de variable real). Un ejemplo sencillo lo muestra la figura 31. En
x =1 no existe recta tangente y por tanto la funcién no es diferenciable.

M. Munoz (U.P.C.T.) Diferenciabilidad en varias variables Matemdticas T 29 / 185



La derivada direccional

La derivada direccional

Definicion

Seaf :UCR" - R"™, X € U, veR" Sellama limite direccional (si
existe) en la direccion de v de la funcion f en el punto Xy, y se representa
de la forma

f(Xo + tV) — (%)
t

Dyf (%) = lim

La derivada direccional Dyf(Xp) es un elemento de R™ que representa de
alguna forma la tasa de variacién en el punto Xy de la funcién f a lo largo
de la recta que pasa por el punto Xp y tiene la direccién del vector V.
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La derivada direccional

Figura: En x =1 la funcién es continua pero no es derivable.
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La derivada direccional Cdlculo analitico de la derivada direccional

El calculo de una derivada direccional se reduce al cdlculo de derivadas de
funciones de una variable. Llamando g(t) = f(Xp + tV) tenemos

DyF(5%) = lim f(% + tvt) —f(%) _ lim g(t);g(o)

siendo g = (g1,82,---,8m) ¥ &'(0) = (£1(0), - .., &m(0)).

=g'(0),
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La derivada direccional Cdlculo analitico de la derivada direccional

Un caso particular lo tenemos cuando vV = €;, donde €; es el vector
formado por ceros excepto en el lugar j el cual toma el valor 1, (es decir, el
J-ésimo vector de la base canénica). Entonces

Dg f(%0) = &'(xg)

donde

_ 1 .2 ny __ 1 n 1
g(t) =1f(xg,%5s---styeeesxg) = (AOG, -ty X))y ooy fm(Xgs oo by
es decir, si llamamos gj(t) = )j-(x(}, oot xf)paracada j=1,...,m,
la derivada direccional coincide con el vector (g](x3), - --.8m(x3)), de

manera que las reglas del calculo de derivadas son validas para calcular las
coordenadas del vector derivada direccional.
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La derivada direccional Calculo geométrico de la derivada direccional

Una interpretacién geométrica de Dyf(Xp) podemos hacerla para funciones
reales definidas en un subconjunto abierto U C R2. Consideremos la
funcién f(x,y) = x2 + y? y el punto P = (1,—1). Vamos a calcular la
derivada direccional de f en P en la direccién del vector (1,0).
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La derivada direccional Cadlculo geométrico de la derivada direccional
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La derivada direccional Calculo geométrico de la derivada direccional

Calculamos en primer lugar la curva interseccién del plano y= -1 con la
superficie. Este plano es el plano perpendicular al plano xy que contiene al
vector (1,0,0), es decir el plano determinado por los vectores
{(0,0,1),(1,0,0)} y el punto (1,—1,0).
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La derivada direccional  Cdlculo geométrico de la derivada direccional
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La dertval direpcional EoBétr’ico de la derivada direccional

Figura: En esta figura destacamos la curva resultante de la interseccién.
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La derivada direccional Calculo geométrico de la derivada direccional

Visto en dos dimensiones tenemos que esa curva es la funcién
f(x)=x>+1.
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La derivada direccional Calculo geométrico de la derivada direccional

La derivada de esta funcién es g’(x) = 2x. Asi g’(1) = 2. La recta
tangente vendrd dada por y = 2(x — 1) + 2 = 2x. El valor que hemos
obtenido g’(1) = 2 es la derivada direccional de la funcién f(x, y) en el
punto (1, —1) en la direccién (1,0). Geométricamente su significado es el
que mostramos en las graficas que siguen.
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La derivada direccional Calculo geométrico de la derivada direccional

Por una parte tenemos que es la pendiente de la recta tangente a la curva

Figura:
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La derivada direccional Calculo geométrico de la derivada direccional

Por otra no olvidemos que la curva g(x) la habiamos obtenenido como
interseccién del plano resultante al levantar la direccién V y la superficie

f(x,y)-
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Calculo geomgtric: la derivada direccional
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M. Munoz (U.P.C.T.)

La derivada direccignﬁ Cadlculo geométrico de la derivada direccional
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La derivada parcial

La deriwada parcial

Tras la definicidn de derivada direccional la derivada parcial aparece como
un caso particular.

Definicion
Se llama derivada parcial i-ésima, y se representa por D;f(X) a la

derivada direccional en la direccion del vector €; de la base candnica. Otra
forma de denotarlo es 9 (%).

Dif(X0) = Dg.f(Xo0).
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La derivada parcial

Emplearemos indistintamente D;f(Xp) y %()?o) para denotar la derivada

parcial i-ésima. Observar que

Dif (%) = (Difi(X), - - -, Difm(X0)) = (%(f?o), . %@(YO)): donde
f=(f,fy....,fn).

Cuando f es una funcién real el vector

L (of . of or
V() = (o) e (Fah s (i) )

se llama el vector gradiente de f en el punto Xy. Estudiaremos el gradiente
posteriormente.
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La derivada parcial

La relacién entre las derivadas direccionales y la diferencial viene dada por
el resultado que sigue.

Proposicion
Seaf: U CR" — R™. Sif es diferenciable en un punto Xy € U, entonces
existen todas las derivadas direccionales en Xy, y se tiene

Dyf(Xo) = dfz, (V)

para cada v € R".
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La derivada parcial

Demostracion.

Puesto que f es diferenciable en X, existe dfy, : R” — R™ y una bola
abierta B centrada en el origen tal que

m = Om

—0 1Al

Sl=
~

para cada h € B\ {0}. Sea t > 0 tal que t- v € B, entonces sustituyendo
en la ecuacién anterior

im f(X + tv) — f()?E) — t - dfg (V) o,
t—0 t- ||V
y de aqui
Im (% + tv) — (%) — dfy () = 0
t—0 t
Finalmente,

Dyf (%) = dfy, (7).

Ol

-
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La derivada parcial

Nota: El reciproco no es cierto.
Ejemplo

Y six#0
f(x,y) = x*+*
Cay) 0 six=0
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La derivada parcial
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La derivada parcial

Veamos que existe Dyf(0,0) para cada v = (a, b) € R
Sia#0yt+#0, tenemos que

f(t(a, b)) — £(0,0)  f(ta, tb) ab? b2

= % R
t t a? + t2b* a
Un célculo similar prueba que Dyf(0,0) = 0 cuando a = 0. Sin embargo,
esta funcién no es continua en (0, 0), basta aproximarse a (0,0) por la
parabola x = y? (sobre la que f, excepto en el origen, vale %) para
comprobarlo.

= D;£(0,0)
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La derivada parcial

Matemdticas T 52 / 135
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La derivada parcial

El teorema que sigue reduce el estudiar la diferenciabilidad al caso de las
funciones reales.

Teorema
Seaf: UCR" = R™una funciony f;: UCR" =R, j=1,...,m
funciones reales tales que f(X) = (fi(X), i(X), ..., fm(X)) para cada
X € U. Entonces f es diferenciable en Xy si, y sélo si, f; es diferenciable en
Xo para cada j=1,..., m. En ese caso,
n
dfy,)(V) = ) dfi (%) (V)&

j=1
para cada vector v € R", y donde {&, ..., €},} denota la base candnica de
R™,
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La derivada parcial

Proposicion
Seaf:UCR" = R™yh,b,...,fn sus componentes. Si f es
diferenciable en un punto Xy € U, su diferencial df;, tiene como matriz

Dif(X%) Dof(X) ... Dnfa(Xo)
Dif(%) Dafn(3) ... Dufn(5)

que recibe el nombre de matriz jacobiana de f en Xg.
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La derivada parcial

Demostracion.

Basta recordar que la columna j-ésima de la matriz de una aplicacién
lineal estda formada por las coordenadas de la imagen del j-ésimo vector de
la base. En este caso

df, (&) = Djf (o).
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Condicion suficiente de diferenciabilidad

Condicion suficiente de diferenciabilidad

Hemos visto que la existencia de la diferencial de una funcién en un punto
asegura la existencia de todas sus derivadas direccionales, en particular, de
todas las derivadas parciales, aunque el reciproco no es cierto en general.
En el siguiente resultado probaremos que la existencia de las derivadas
parciales y su continuidad asegura la diferenciabilidad de la funcién.
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Condicion suficiente de diferenciabilidad

Definicion (Funciones de clase C*)

Sea f : U C R" — R una funcién. Diremos que f es de clase C! en el
abierto U C R" si:

@ Existe g—;(%) paracadai=1,...,.nyx e U.

. . Of (= . 5
Q La aplicacion x — 8_X,-(X) es continua en U parai=1,...,n.
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Condicion suficiente de diferenciabilidad

Teorema (Condicion suficiente de diferenciabilidad)

Sea f : B(Xp,r) C R" — R. Si existen todas las derivadas parciales en
B(Xo, r) y son continuas en Xy, (f es de clase C'), entonces f es
diferenciable en Xg.
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Condicion suficiente de diferenciabilidad

Corolario

Sea f : U C R" — R™. Si existen todas las derivadas parciales en B(Xy, r)
y son continuas en Xy, entonces f es diferenciable en Xy.
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Condicion suficiente de diferenciabilidad

Demostracion.

Una funcién con valores en R™ es continuamente derivable si, y sélo si, lo
son todas sus funciones coordenadas. Asi, el problema se reduce a estudiar
la diferenciabilidad de sus funciones coordenadas y el teorema 2 nos da el

resultado buscado. []
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Condicion suficiente de diferenciabilidad

Ejemplo

La funcién real

) [O2HYsen(2 )2 s y) £ (0,0)
“ o si (x,y) = (0,0)

es diferenciable en todo punto de R?, (en particular en (0,0)). Sin

embargo, sus derivadas parciales, que existen en todo punto de R?, no son

continuas en (0,0). Este ejemplo pone de manifiesto que la condicién del

teorema 2 es suficiente pero no necesaria.
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Condicion suficiente de diferenciabilidad

Para cada (x, y) # (0,0) las derivadas parciales vienen dadas por:

2x
_ 2 2y-1/2 _ 2 2y-1/2 X
Di(x,y) = 2xsen(x 4 )2 —eos(x 4y2) M2 o,
2
_ 2 2\-1/2 2 n-1/2 <Y
Da(x,y) = 2ysen(s +y) 12 = coso ) 12 S,

las cudles son continuas para cada (x,y) # (0,0) lo cual nos da la
diferenciabilidad en cada punto (x,y) € R2\ {(0,0)}. Veamos que f
también es diferenciable en (0,0). Calculamos en primer lugar las
derivadas parciales en dicho punto.
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Condicion suficiente de diferenciabilidad

F(t,0) — f t?sen(y7)
_ t2sen( &
D>f(0,0) = lim 0.0 -10.0 _ g, Go)
—

t t—0 t

Ahora nuestra candidata para diferencial en el punto (0, 0) es la aplicacién
nula
df,0)(h1, h2) = D1£(0,0) - hy + D2£(0,0) - ho = 0.

M. Munoz (U.P.C.T.) Diferenciabilidad en varias variables Matemdticas T 63 / 135



Condicion suficiente de diferenciabilidad

Efectivamente,

(h + h3) - sen(h? + H3)~1/2

lim = lim  \/h?+ h3-sen(h3+h3
(h1,h2)—(0,0) /b2 + 12 (hih2)—(0,0) V 1 2 (hiha)
1 2

ya que la funcién seno esta acotada. Veamos por tltimo que las derivadas
parciales no son continuas en (0, 0). Para ello tomamos el limite
direccional cuando y = x.
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Condicion suficiente de diferenciabilidad

Ahora,

1 1 -2
——— +C0S —= + —,
XV2 T XvV2 V2

y de aqui afirmamos que no existe el limite

Di(x, x) =2 - xsen

lim D1 (x, x),

x—0
ya que no existe el limite del segundo sumando cuando x tiende a cero.
Por simetria afirmamos que D>(x, y) no es continua en (0,0). La
representacion gréfica de las funciones D;(x,y) y Di(x,x) vienen dadas
por la graficas 1.12 y 1.13 respectivamente.
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Condicion suficiente de diferenciabilidad

Fiqura: Di(x.v) = 2xsen(x? + v
M. Munoz (U.P.C.T.) Diferenciabilidad en varias varia
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Condicion suficiente de diferenciabilidad

-2

Fiqura: Di(x,x) =2 - xsen—1~ + cos —1~ - =2.
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Condicion suficiente de diferenciabilidad

Observacién: El teorema 2 subsiste si una de las derivadas parciales no es
continua en el punto Xg.
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Derivadas parciales de orden superior

Derwadas parciales de orden superior

Dada f: U C R" — R™, si f tiene derivada parcial j-ésima en todo punto
de U, queda definida una nueva funcién D;f en U, con valores de nuevo
en R™. Es posible que tal funcidn tenga, a su vez, derivada parcial k-ésima
en cierto punto Xy de U. A esta derivada parcial se la denota como

Dy Dif (%)
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Derivadas parciales de orden superior

El proceso podria continuar, escribiéndose:
03 f %)
= XO
0x10x 0x;

y asi sucesivamente. La derivada parcial reiterada respecto a la misma
coordenada suele escribirse abreviadamente

D/ Dk Dj f()?o)

r

r a f
DV f(x0) = e F(0)
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Derivadas parciales de orden superior

El teorema que sigue nos permite afirmar que en condiciones
suficientemente buenas, el orden de derivacién en el cilculo de derivadas
parciales es irrelevante para el resultado final.

Teorema

Sea f una funcién con valores reales definida en una bola abierta B de R".
Si existen las derivadas parciales Djf y Dy f en B, asi como las derivadas
parciales de segundo orden Djf y Dy;f en B, siendo estas iltimas
continuas en un punto Xy € B, entonces

Djk f()_('o) = ijf()_('o).
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Derivadas parciales de orden superior

El siguiente ejemplo muestra una funcién en la que existen D; 2f(0,0) y
D> 1f(0,0) pero ambos valores no son iguales.

Ejemplo

Sea ,
fy) = L5 i) £ 0,00
7 0 si (x,y) = (0,0)
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Derivadas parciales de orden superior

Calculamos D;f(x,y), Di1f(0,0), D2f(x,y) y D2f(0,0).

(Y2 = y?) +2%y) (0 + y?) — 232y (x* — y?)

le(va) =

(2 + y2)?2
xx2—y2 —2y2x Xz—l-y2 —2y2xx2—y2
Dyt y) = (02 =) = 2002 4 77) 2952 )
(x*+y?%)
f
DuF(0,0) = lim 189 _ i o,
t—0 t t—0

F(0,t
D2£(0.0) = lim ©8) _yimo—o.

t t—0
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Derivadas parciales de orden superior

Calculamos ahora D> 1f(0,0) y Dy 2f(0,0).

, le O,t —le 0,0 . —t—0
D217(0.0) = Jimy 2HEIZ PO _ iy =
D>f(t,0) — Dof .
D12F(0,0) = lim 2F(£:0 = D2A(0.0) _ o -0

t—0 t t—0 t
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Derivadas parciales de orden superior

Conviene hacer notar que las hipétesis del teorema son suficientes para
alcanzar la conclusién, pero no son necesarias para ello. De hecho puede
probarse la igualdad de las derivadas segundas mixtas bajo hipdtesis mas
débiles aunque las demostraciones son mds complicadas.
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La regla de la cadena para funciones de varias variables

La regla de la cadena

Dadas dos funciones f : X — Y, g: Y — Z, se define la funcién
compuesta H =g o f como H: X — Z dada por

H(x) = g(f(x))

para cada x € X.

Es natural preguntarse por las propiedades que posee H a partir de las de
fy g. La Regla de la Cadena (o Teorema de Derivacién de la Funcidn
Compuesta) asegura, basicamente, que la diferenciabilidad de f y g
implica la de H. Es mas, proporciona un método para el cilculo de la
diferencial de H a partir de las de f y g. El resultado es completamente
natural. La diferencial de H en un punto es la composicion de las
diferenciales de f y g en el punto y en su imagen por g, respectivamente.
La composicién de aplicaciones lineales entre espacios finito-dimensionales
tiene una matriz que es, simplemente el producto de las matrices
respectivas. Esto hace que el problema de componer dos aplicaciones se
reduzca al puramente mecanico de multiplicar dos matrices.
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La regla de la cadena para funciones de varias variables

Teorema (Regla de la cadena)

Sean U y V abiertos de R" y R™, respectivamente. Sean f : U — V' y

g : V — RP funciones. Sean Xp € U y f(X) = yo. Si f es diferenciable en
Xo vy g lo es en yy, entonces H = g o f es diferenciable en Xy y se verifica:

dH)—(‘O = (dg}-;o) (¢] (df;go) )
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La regla de la cadena para funciones de varias variables Aplicaciones

Aplicaciones: Cambios de variable [

Veamos algunos ejemplos practicos de la técnica del cambio de variable.

@ Nos proponemos determinar una funcién real f continuamente
derivable en un conjunto abierto A de R? verificando en él la ecuacién:

X ba) =y g x,y) = ), (@

para cada (x,y) € A. Sea B un conjunto del espacio R? tal que la

funcién
(0, r) = (rcos(0), rsen(6))
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La regla de la cadena para funciones de varias variables Aplicaciones

Aplicaciones: Cambios de variable I1

definida en B transforme el conjunto B en el A. Introduciendo la
funcidén compuesta F = f o ¢, es decir, haciendo en la funcién f el
cambio de variable ¢, se tiene:

oF of of
50 = a(r cos(0), rsen(@))(—rsen(@))—i—a—y(r cos(0), rsen(0))r cos(6).

Y de aqui, puesto que f verifica la igualdad (4) se sigue que

OF

%(07 r): F(ea f), (5)
para cada (6, p) € B. Reciprocamente si F verifica la ecuacién (5) y
la funcién ¢ es una biyeccién de B sobre A, la funcién f verificara la
ecuacion (4). La ecuacién (5) es mas sencilla de resolver que la inicial
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La regla de la cadena para funciones de varias variables Aplicaciones

Aplicaciones: Cambios de vartable I11

y esta es la ventaja de haber hecho el cambio de variable. La solucién
de la ecuacién (5) es F(6,r) = g(r)e’, donde g es cualquier funcién
real continuamente derivable definida en la proyeccién del conjunto B
sobre el eje = 0. Si la transformacién ¢ es una biyeccién, una vez
conocida la funcién F se determinard la f sin mas que escribir
f=Fo¢ 1. Como ¢! viene dada por

¢ (x,y) = (arctan(y/x), v/ x% + y?)

resultard finalmente que la funcién f es

Fx,y) = 8(V/o® F y2)erentv/),
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La regla de la cadena para funciones de varias variables Aplicaciones

Aplicaciones: Cambios de variable IV

@ Consideremos ahora la ecuacién en derivadas parciales de segundo

orden ) )
0°f 0°f
ﬁ(& t) — @(X, t) =0,

para cada (x, t) € U donde la incégnita es una funcién f de segunda
clase en un cierto conjunto abierto U de R%. Hagamos el cambio de
variable definido por

X=u+v, t=u-—yv, (u,v) € V.

Las derivadas parciales primeras de la funcién F = f o ¢ son:

D,F(u,v) =Dsf(u+v,u—v)+ Def(u+ v,u—v),
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La regla de la cadena para funciones de varias variables Aplicaciones

Aplicaciones: Cambios de variable V

D,F(u,v) =Dyf(u+v,u—v)—Def(u+v,u—v)
y la derivada segunda mixta:

Di‘,F(u, v) = Dy(D,F)(u,v) = Df,xf(u +v,u—v)— Df,tf(u +v,u—v)
+ Dixf(u +v,u—v)— Ditf(u +v,u—v).

Como f es de segunda clase, la diferencia entre sus dos derivadas
segundas mixtas es 0. Si la funcién f verifica la ecuacién con la que
empezabamos este apartado la F verificard la ecuacién

D;,F(u,v)=0,  (uv)eV.

Resolviendo la ecuacién obtenemos D, F(u,v) = g(u) donde g es
cualquier funcién de primera clase. De esta igualdad se deduce que F
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La regla de la cadena para funciones de varias variables Aplicaciones

Aplicaciones: Cambios de variable VI

es de la forma F(u,v) = G(u) + H(v), donde G y H son dos
funciones reales arbitrarias de segunda clase en B. Como la
transformacién ¢ efectuada en este caso es biyectiva y su reciproca

viene dada por
X+t xX—t

27 2 7

se deduce que las funciones f que verifican D2 ,F(u,v) = 0 son todas

de la forma
X+t X —t
fix,t) =G H .
o =c(*5*) +n (*F)

M. Munoz (U.P.C.T.) Diferenciabilidad en varias variables Matemdticas T 83 / 135



La regla de la cadena para funciones de varias variables Aplicaciones

Aplicaciones: Derivadas de funciones en las que
aparecen integrales

Ejemplo

Hallar la expresion de las derivadas parciales de la funcién f definida por

X+ X!
fxy) = [ " g(t)dt + / " g(t)dt

donde g es una funcién real continua en R y a es un nidmero fijo.
Llamamos G(z) = [Z g(t)dt. Entonces f(x,y) = G(x +y) + G(xy) y
Dif(x,y) = G'(x +y) + G'(xy)y = g(x +y) + g(xy)y-

Daf(x,y) = G'(x +y) + G'(xy)x = g(x + y) + g(xy)x.
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La regla de la cadena para funciones de varias variables Aplicaciones

Ejemplo
Hallar la expresion de las derivadas parciales de la funcién f definida por

sen(xsen(ysenz))
fxy2) = [ g(t)et

4

donde g es una funcién real continua en R.
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La regla de la cadena para funciones de varias variables Aplicaciones

Definimos h(x, y, z) = sen(xsen(ysenz)). Entonces
D1h(x,y, z) = cos(xsen(ysenz)) - sen(ysenz),

Dyh(x,y, z) = cos(xsen(ysenz)) - x cos(ysenz)senz,
D3h(x,y,z) = cos(xsen(ysenz)) - x cos(ysenz)y cos z.

Ahora las expresiones de las derivadas parciales vienen dadas por
Dif(x,y,z) = g(sen(xsen(ysenz)))D1h(x, y, z) — g(x*)4x>,

DZf(Xaya Z) = g(sen(xsen(ysenz)))Dzh(x,y, Z),
D3f(X7)/7 Z) = g(sen(xsen(ysenz)))D3h(x,y,z),
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El gradiente

El gradiente

Sea f : U C R" — R una funcién diferenciable en Xy € U. Anteriormente
hemos definido el gradiente como

V(%) = (D1f(X0), - - - » Dnf (X))
Obsérvese que en las condiciones anteriores se verifica que

Dyf (%) =< VI(X),V > .
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El gradiente Propiedades bdsicas del gradiente

Propiedades bdsicas del gradiente

Sean f y g funciones diferenciables definidas en U C R" con valores reales.
Entonces se verifica:

o Vec=0 para toda constante c.
e V(af 4+ bg) = aVf + bVg, donde a, b son constantes.
o V(fg) =fVg+gVf.

o <§>_gi fVg g #0.

o V(f") = nf"1Vf.
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El gradiente Interpretacion g étrica del gradient

Interpretacion geométrica del gradiente

Comenzaremos con un ejemplo que ilustre la situacién. Imaginemos una
persona que estd esquiando sobre la superficie de una montana. La funcién
z = f(x,y) da la altura de la persona y queremos establecer el rumbo de
la brdjula que corresponda al descenso mds abrupto. Hacemos énfasis en la
expresion rumbo de la bridjula porque el gradiente es un vector en el plano
y nada tiene que ver con puntos mas arriba o mds abajo de la montafia.
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El gradiente Interpretacion g étrica del gradient

Teorema

Sea f : U C R? — R una funcidn diferenciable en Xy. Si Vi, # OyVes
unitario entonces:

@ El valor mdximo de la derivada direccional Dyf es ||Vf ||, donde el
vector V es un vector unitario en la direccion de V.
@ El valor minimo de la derivada direccional Dyf es — ||V f; ||, donde el

vector V es un vector unitario en la direccion de —Vfg,.
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El gradiente Interpretacion geométrica del gradiente

Demostracion.

Si V es un vector unitario tenemos que
Dif(x0) = (Vfx, V) = IVl - [IVI] - cos(0) = |V z| - cos(6),

donde @ es el dngulo que forma el gradiente con el vector V. Dicha
expresion serd maxima cuando cos(f) = 1 y minima cuando cos(6) = —1,

es decir, cuando V' y Vf; tengan igual direccién y sentido e igual direccién
y sentido contrario respectivamente.

D

El teorema afirma que en X la funcién crece mas rapidamente en el
sentido del gradiente y decrece mas rapidamente en el opuesto.
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El gradiente Interpretacion g étrica del gradient

Ejemplo

El conjunto de los puntos {(x,y) €R?: 0 < x <5,0<y <5} esun
cuadrado colocado en el primer cuadrante del plano xy. Supongamos que
se calienta ese cuadrado de tal manera que T = x° + y? es la temperatura
en el punto P(x,y). ;En qué sentido se establecera el flujo de calor en el
punto Py(2,4)7
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El gradiente Interpretacion geométrica del gradiente

Demostracion.

El flujo de calor en la regi6n esta dado por una funcién vectorial C(x,y) ya que
su valor en cada punto depende de las coordenadas de ése. Sabemos por la fisica
que C(x,y) sera perpendicular a las curvas isotermas T(x,y) = K, donde K es
constante. El gradiente y todos sus mdltiplos verifican esta condicién. En esta
situaciéon nos dice la fisica que C = —kV T, donde k es una constante positiva
llamada conductividad térmica. Nétese que la razén del signo negativo es que el
calor fluye desde puntos de mayor temperatura a puntos de menor temperatura.
Como T(3,4) = 25, el punto Py(3,4) estd en la isoterma T(x,y) = 25. Sabemos
que el flujo de calor en Py es Co = —kV Ty. Como VT = (2x,2y) se tiene que
V To = (6,8). Asi el flujo de calor en Py verifica que

Co = (—6k, —8kK).

Como la conductividad térmica es positiva se puede afirmar que el calor fluye en
Py en el sentido del vector unitario

—3 -4
u=|—,—|.
5° 5
[l

M. Munoz (U.P.C.T.) Diferenciabilidad en varias variables Matemdticas T 93 / 135




M. Munoz (U.P.C.T.)

40}

20}

El gradiente  Interpretacion geométrica del gradiente

0 ) 4

Diferenciabilidad en varias variables

]

N
Matemdticas I

94 / 185



El gradient Normalidad del gradiente

Normalidad del gmdiénte

Supongamos que S es una superficie de nivel de la funcién f(x, y, z) de
ecuacioén f(x,y,z) = K (constante). Entonces, si Po(xo, Y0, 20) €s un
punto de S, se demuestra que el gradiente Vfy de f en Py es un vector
normal a todo vector tangente a una curva sobre S que pasa por Py.

Teorema

Sea f una funcion diferenciable en el punto Py tal que el gradiente Vfy en
Py es distinto de cero. Entonces Vfy es ortogonal a la superficie de nivel
f(x,y,z) = K que pasa por Py.

M. Munoz (U.P.C.T.) Diferenciabilidad en varias variables Matemdticas T 95 / 135



El gradient. Normalidad del gradiente

Demostracion.

Sea r(t) = (ri(t), r2(t), r3(t)) una curva contenida en la superficie de nivel
S tal que r(0) = Py. Entonces

f(r(t)) = K.
Ahora de la expresién anterior obtenemos

Es decir,
Vfy - (r'(0)) = 0.
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El gradiente Normalidad del gradiente

En cada punto Py de la superficie de nivel F(x,y,z) = K, el gradiente V1
es normal a la superficie. Es decir, V1 es ortogonal a todas las tangentes
a todas las curvas contenidas en f(x,y,z) = K que pasan por Py.
[lustramos esta afirmacién con un ejemplo. Consideremos la aplicacién
f(x,y) = x> — y? y el punto P(2,+/3). El punto (2,/3,1) estd contenido
en la curva de nivel f(x,y) = 1.
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Figura: Gréfica de la funcién f(x,y) = x> — y2.
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El gradiente malidad del gradiente

Figura: La interseccién del plano con la gréfica de la funcién f es la curva de
nivel f(x,y) =1
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El gradiente Normalidad del gradiente

Figura: En color rojo hemos sefialado el vector gradiente que efectivamente es
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El gradiente Normalidad del gradiente

Visto en dos dimensiones la situacién es la que sigue.
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El gradiente Cédlculo del plano tangente a una superficie

Calculo del plano tangente a una superficie

Sea f : U C R? — R una funcién diferenciable en (xg, yo) € U. Calciilese
el plano tangente a la superficie (x, y, f(x,y)) en el punto

(x0, Y0, f(x0, ¥0)). Sabemos que el vector normal al plano tangente a la
superficie F(x,y,z) = f(x,y) —z = 0 en el punto (xo, yo, f(x0, ¥0) viene
dado por el vector gradiente, es decir,

f_i = (Dxf(X(vaO)’ Dyf(X07YO)a _1)
Ahora la ecuacién del plano es de la forma
Dyf(x0,¥0) - x + Dyf(x0,y0) -y —z+ D =0,

donde D viene determinada por la condicién (xo, yo, f (X0, ¥0)) pertenece al
plano. Finalmente queda

Dy f(xo0, ¥0)(x — x0) + Dy f(x0, ¥0)(y — y0) = z — f(x0, y0)-
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Mads aplicaciones de la diferencial Aprozimacion de funciones. Estimaciones

Mas aplicactones

Ejemplo

Un cajon abierto tiene longitud 3m, anchura 1m y altura 2m.

Estd construido con unos materiales que cuestan 20 euros por m? el
utilizado en el lateral y 30 euros por m? el utilizado en el fondo. Calcule el
coste total del cajon y use incrementos para estimar la variacion del coste
cuando la longitud y anchura aumentan 3cm y la altura decrece en 4cm.
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Mads aplicaciones de la diferencial  Aproximacion de funciones. Estimaciones

Para resolver este problema utilizaremos que la funcién coste del cajén
podemos aproximarla en un entorno de un punto por la trasladada al
punto de la diferencial. Nuestro punto Py = (3,1,2) (x = longitud,

y = anchura y z = altura). La superficie lateral viene dada por

L=2(x+y)z

L=2(3+1)2=16m>

La base del cajén vendra dada por

B:X'ya
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Mads aplicaciones de la diferencial  Aproximacion de funciones. Estimaciones

La funcién coste del cajon depende de las dimensiones y vendra dada por
C(x,y,z)=2(x+y)z-20+x-y-30=.
Calculamos las derivadas parciales de la funcién C,
Cx(x,y,z) = 40z + 30y,

Cy(x,y,z) =40z + 30x,
Ca(x,y,2) = 40(x +y).

Ahora C(3,1,2) =320 + 90 = 410 euros, y Ax = 0,03m, Ay =0,03my
Az = —-0,04m.

M. Munoz (U.P.C.T.) Diferenciabilidad en varias variables Matemdticas T 105 / 135



Mads aplicaciones de la diferencial  Aproximacion de funciones. Estimaciones

AC ~ C(3,1,2)0,03 + C,(3,1,2)0,03 — C,(3,1,2)0,04
=110-0,03 + 170 - 0,03 — 160 - 0,04
=33+51-64=2.

Es decir, el coste aumenta en 2 euros aproximadamente.
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Mads aplicaciones de la diferencial Aprozimacion de funciones. Estimaciones

Ejemplo
Maximo porcentaje de error en un circuito eléctrico.

Cuando se conectan dos resistencias R y R» en paralelo, al resistencia
total viene dada por

Si la medida de Ry es de 300 ohmios, con un error maximo del 2%, y la de

R> es de 500 ohmios, con un errror maximo del 3%, halle el error maximo
de R.
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Mads aplicaciones de la diferencial  Aproximacion de funciones. Estimaciones

Solucidén: Tenemos que

AR AR
ST <002y | =2 <0,03,
1 Ra
y queremos hallar el valor maximo de }%}. Como
OR R?

OR; (Rl + R2)2

OR R?

0R2 (Rl + R2)2'
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Mads aplicaciones de la diferencial  Aproximacion de funciones. Estimaciones

Se deduce entonces que

OR OR R2 R2
AR~ — AR+ — ARy = —2 AR +-—1  _AR,.
R T R, T T R+ R)2T YT (Rit R 2

Calculamos |%‘. Puesto que R = RRIIJ}RRZ entonces

1 Rtk

R RR’
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Mads aplicaciones de la diferencial  Aproximacion de funciones. Estimaciones

luego,

2 2
AR-:~ <(RAR1 + R)AR2> :

R+ R»
R R + R2) (R + R»)? '

RiR,
AR R ARy n R AR,
R NR1—|—R2 Ry Ri+R Ry’
Aplicando ahora a esta relacién la desigualdad triangular se tiene que
ﬁ R2 ARl i Rl ‘ AR2
R|TIRR+R Ry Ri+ Ry R
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Mads aplicaciones de la diferencial  Aproximacion de funciones. Estimaciones

— 20,02+ -———0,03 = 0,02375.

500 300
- 300 -+ 500 300 + 500

El porcentaje maximo es de aproximadamente, el 2.4 %.
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El teorema de la funcién implicita

El teorema de la funcion implicita

Sea f(X,y) = f(x1,...,%n,¥) = 0 una ecuacién donde f : U C R"*! — R
es una funcién definida en un abierto de R"*1. El teorema de la funcién
implicita nos relaciona la variable y con el resto de las coordenadas bajo
unas determinadas condiciones.
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El teorema de la funcion implicita

Teorema (Teorema de la funcion implicita)

Sea f una funcién de clase CK(U) y sea (X, yo) € U de manera que
f(X0,%) =0y %}f()?o,yo) # 0. Entonces existe un abierto A C R", con
Xo € A, un abierto A C R con yg € A’ y una dnica funcién ¢ : A — A’ de
clase CK(A, A') de manera que:
Q AxA CU.
Q f(X,¢(X)) =0 para todo X € A, ysi f(X,y) =0 con (X,y) € Ax A,
entonces y = ¢(X)).

o #(X0) = yo. )
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El teorema de la funcion implicita

Es decir, podemos despejar la variable y en funcidn de las restantes
variables para tener la funcién y = ¢(X).
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El teorema de la funcién implicita

Teorema de la funcion implicita para un sistema de
ecuaciones

Consideremos un sistema de m ecuaciones con n+ m incégnitas de la
forma:

fl(X17X27"'7Xn7}/1>'"7ym) =0
f2(X17X27"‘7Xn7y17"'7ym) =0

fm(X17X27-~-7Xn7)/17--~7)/m) :Oa

donde f; : U C R™™ — R son funciones reales para i = 1,2,..., m.
Denotamos X = (x1,X2,...,Xn) € ¥ = (V1,¥2,--.,¥m), €n estas
condiciones:
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El teorema de la funcion implicita

Teorema (Teorema de la funcidn implicita para un sistema de ecuaciones)

Supongamos que las funciones f; son de clase CX(U) para cadai=1,2,....my
sea (Xo, o) € U de manera que f;(X,y) = 0 para cada i =1,2,...,m. Si el
determinante

%{c (%0, Yo) %(YO,YO) 83: (X0, Yo)

o (X0, %)  52(X0, %) - 55(%, %) L0

I (%0 J0)  2(%0,50) - F2(%0,0)

entonces existen un abierto A C R" con Xy € A, un abierto A’ C R™ con yy € A’
y una tnica funcién ¢ : A — A’ de clase CK(A, A") con funciones coordenadas

(41, ... P¢m) de manera que:
Q Ax A CU;
Q (X, 01(X),...,0m(X)) =0 parai=1,2,...,m y para cada X € A, y__?i
fi(X,y) =0, parai=1,2,...,m, con (X,y) € Ax A, entonces y = ¢(X).
@ 4(%) = . )
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El teorema de la funcién inversa

El teorema de la funcion inversa

Teorema (El teorema de la Funcion Inversa)

Sea U un abierto y f : U C R" — R” una funcién de clase CK(U). Sea

Xo € U de forma que |J f(X0)| # 0. Existen entonces dos abiertos A y A' de
R"conxg €Ay f(xo) € A’ de manera que f : A — A’ es biyectiva y tiene
una funcién inversa (f)~1 : A' = A de clase CK(A) de forma que

) = HER)

=l

I

para todo y € A, siendo y = f(X).
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Desarrollo en serie de funciones de varias variables

El polinomio de Taylor en varias variables

Consideremos ahora f : A C R” — R una funcién real de varias variables
con A un conjunto abierto. La idea del teorema de Taylor es idéntica para
este caso: intentar sustituir una funcién por un polinomio que en general
tendrd n variables. No obstante, dado un punto 3 € A, hemos de hacer
notar que, bajo ciertas condiciones sdlo puede sustituirse por el polinomio
de forma local.
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Desarrollo en serie de funciones de varias variables

Sean 3y X dos vectores de R". Se define el segmento
[3,X] ={3+t(X—3): 0<t <1}

En general si A es abiertoy 3 € A, para X € R” suficientemente cercano a
d se tiene que [3, X] C A. Podemos enunciar el siguiente teorema:
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Desarrollo en serie de funciones de varias variables

Teorema

Sean f : AC R" — R una funcién real de varias variables con A un
conjunto abierto 3 = (a1, az,...,an) € A. Supongamos que f es de clase
CK(A,R). Entonces para cada X € A tal que [3,X] C A, existe un niimero
6 € (0,1) verificando

() = £+ 372 D@ =) +

4 2|ZD 3)(xi — ai)(xj — aj) +

i,j=1
4 +
1 n
- W Z D"Ii:‘lyikflf(g)(x"l B ail) Tt (X"kfl - aik—l) +
" iLyesik—1=1
1 n
+ o > DF L fEHOR =)0 —a) - (G — )
D iyeenik=1
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% : T i Ao o At ey
Calculo de extremos relativos y absolutos una funcién de varias variables.

Definicion

Sea f : AC R" — R. A no necesariamente abierto.

Un punto Xy € A es un maximo relativo para la funcién f si existe una bola
abierta B(Xp, €) de manera que f(Xy) > f(X) para todo X € B(Xp,€) N A.
Dicho punto Xy es un mdximo absoluto si f(Xg) > f(X) para todo x € A.
Un punto Xy € A es un minimo relativo para la funcién f si existe una bola
B(Xo,€), de manera que f(Xp) < f(X) para cada X € B(xp,€) N A.

Dicho punto Xy es un minimo absoluto si f(Xy) < f(X) para cada X € A.

v
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Teorema (Weierstrass)

Sea f : AC R"” — R una funcién continua definida sobre un conjunto
cerrado y acotado. Entonces existen al menos dos puntos X, y Xp; en el
conjunto A de forma que

f(Xm) < f(X) < f(Xm)

para cada X € A.

Sin embargo, para tener un método que permita de una forma sencilla
calcular los extremos de dicha funcién basta con exigirle continuidad a la
misma, hemos de pedir que dicha funcién sea de clase C? en el interior de
A.
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e

, . R R T I P
Cldlculo de extremos relativos y absolutos wuna funcion de varias variables.

Formas cuadraticas

Sea A € Mp(R). Se define la forma cuadrética asociada a A de la forma:

R" - R
y — yAY*
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Definicion (Clasificacion de las formas cuadrdticas)
@ Semidefinida positiva: si yAy* > 0 para cada y € R".
Q Definida positiva: si yAyt > 0 para y # 0.
@ Semidefinida negativa: si yAy* < 0 para cada y € R".
Q Definida negativa: si yAy* < 0 para cada y € R".

@ Indefinida: si existen y,Z tales que yAy' > 0 y ZAZ* < 0.
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Proposicion
Sea A € Mp(R) una matriz simétrica. Entonces:
@ La matriz A es diagonalizable, es decir, existen P regular y D
diagonal tales que D = PtAP.
Q@ yAy' = yPDP'y* = (yP)D(yP)*.
© A es definida positiva si todos los valores propios son positivos.

@ A es semidefinida positiva si todos los valores propios son mayores o
iguales que cero.

© A es definida negativa si todos los valores son negativos.

© A es semidefinida negativa si todos los valores propios son menores o
iguales que cero.

@ A es indefinida si A tiene valores positivos y negativos.
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Proposicion

Seaf:UCR" - R yA= H(f)(X) la matriz hessiana.

Q Si f tiene un maximo relativo en Xg entonces A es semidefinida
negativa.

Q Sif tiene un punto critico en Xy y A es definida negativa, entonces Xy
es un maximo relativo estricto de f.

Q Si f tiene un minimo relativo en Xo entonces A es semidefinida
positiva.

Q Sif tiene un punto critico en Xy y A es definida positiva entonces Xg
es un minimo relativo estricto de f.

© Si Xy es un punto critico de f y A es indefinida entonces Xy es un

punto de silla.
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T Tl

Calculo de extremos relativos y absolutos una fu

EP I P T P
i6n de varias variables.

Particularizamos el problema. Vamos a dividir el problema en dos posibles
casos:

@ Cilculo de los extremos relativos en el interior de A.

@ Cilculo de los extremos relativos en la frontera de A mediante el
método de los multiplicadores de Lagrange.
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Cdlculo de extremos relativos y absolutos Condicion necesaria de extremo. Puntos criticos.

Condicion necesaria de extremo. Puntos criticos

Proposicion
Sea f: ACR" — R de clase C}(A,R). Si X% € A es un extremo relativo
de f entonces necesariamente ha de verificarse que

Dif(X%) =0

para cadai=1,2,...,n.

o

Asi para determinar los posibles extremos relativos de una funcién de clase
C1(A,R) es suficiente con calcular las soluciones del sistema de
ecuaciones:

Dif(xi,x2,...,%5) = 0
Dyf(x1, X2, ..., Xp) =

Dof(x1,x2,...,x5) = 0
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Cdlculo de extremos relativos y absolutos _fu;;i;ﬁ‘;{“é;‘hhw;)unto‘

Condicion suficiente de extremo

Para determinar cudles de las soluciones que hemos obtenido son
realmente extremos de la funcién hemos de pedir que ésta sea de clase
C?(A,R), y construir la matriz hessiana que tiene la forma:

DiF(X) DRf(%) -+ DLf()
D3 f(X) DLf(X) ... D2 f(%
Hf()_(): 21.( ) 22.( ) . 2n.( )
DiLf(X) DRf(X) -+ DRf(X)
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Cdlculo de extremos relativos y absolutos fu;;z;i‘;{“ev;uuhw;)uht(;

Para ello se sigue el siguiente procedimiento:

A1(%) = | D71 (%)
D121f(’?0) D122f(>?0)

2200 =1 p2 (%) D3,(%)
Dglf(fo) D3, f (%) Dlinf()?o)
D3, f(%) D3f(X) D3,f (%)
An(XO = :
Dnlf()_(‘o) Dr%2f()_<b) Dr21nf()_<‘0)
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TS T m e e mem s e m e e e e

Cdlculo de extremos relativos y absolutos fu;;zg;{“eu;uun punto.

Se verifican entonces los siguientes casos:

@ Si Aj(Xp) > 0 para cada i =1,2,...,n entonces Xy es un minimo
relativo.

@ Si A1(X) <0, Ay(Xp) > 0y se van alternando los signos negativos y
positivos, entonces Xy es un maximo relativo de la funcién f.

@ Cualquier otra sucesién en los signos de A;(Xy) produce un caso
indeterminado.
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Cdlculo de extremos relativos y absolutos Extremos condicionados. Multiplicadores de Lagrange

Ezxtremos condicionados. Multiplicadores de Lagrange

En este caso se pretende hallar los extremos de una funcién que ademas ha
de verificar una condicién afiadida (ecuacién de ligadura).

Dadas f : ACR" - Ry g(x1,x2,...,x,) = 0 la condicién de ligadura. El
procedimiento comienza construyendo F : A x R € R™! — R definida por

F(X,X\) =f(X)+ X g(X).
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Cdlculo de extremos relativos y absolutos Extremos condicionados. Multiplicadores de Lagrange

A continuacién resolvemos el sistema dado por:

OF

Ox;

>

) = 0 i=1,...n
x) =0

0q

En el caso n = 2, el sistema queda de la forma:

oF
—(x,y,A) = 0
e Vs A)
oF
—(x,y,A) = 0
ay( ¥y )
glxy) = 0
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Cdlculo de extremos relativos y absolutos Extremos condicionados. Multiplicadores de Lagrange

Las soluciones del sistema son los posibles extremos de la funcién f

sometida a la ligadura g(x,y) =. Supongamos que (xg, yo, A) es solucién
del sistema. Para averiguar si (xo, yo) €s un extremo condicionado
procedemos de la manera siguiente:

og og B
g(Xo,yo)X + @(Xoy)/o)y =0

de donde despejamos x o y y sustituimos en la siguiente ecuacién:
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Cdlculo de extremos relativos y absolutos Extremos condicionados. Multiplicadores de Lagrange

’F O°F O°F
o —— (X0, Y0, Ao)x* +2- ay(Xo,)/o,)\o)Xer % 5 (X0, Y0, Ao)y?

A(xo, Y0, Ao) =
(x0, Y0, Ao) > 0 serd minimo condicionado.

Si A
Si A(xo, Y0, Ao) < 0 serd maximo condicionado.
Si A(x0, Y0, Ao) = 0 no podemos afirmar nada.
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