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Limite de una funcién en un punto

Definicion de limite de una funcion

Definicion:
Sean A C R un subconjunto de R, f: A — R una funcién de Aen Ry a
un punto de acumulacién (es decir, para cada entorno abierto /, de a se
verifica que (/; \ {a}) N'A # (). Diremos que / € R es el limite de la
funcién f en a si para cada € > 0 existe 6 > 0 tal quesi [x —a| < J, x€ A
entonces |f(x) — /| < e. Lo denotaremos por

lim f(x) = 1.

X—a

Probar que limy_,o(x?> +2) =6
Fijado € > 0 tenemos que encontrar § > 0 tal que si [x — 2| < 0,

|| < & + 2 entonces |x? +2 — 6| < e. Basta definir § := # VAte para
obtener la definicién (ejercicio).
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Limite de una funcidon en un punto

Para demostrar que una funcién no tiene limite basta con negar la
definicién. Es decir, una funcién f : A C R — R no tiene limite como limite
[ en un punto a perteneciente a la adherencia de A si existe un ¢ > 0 tal
que para cada § > 0 existe x5 € A tal que |xs — a| < 0 pero |f(x5) — /| > €.

Demostrar que limy_» % no es 3.

Ejercicio
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Limite de una funcién en un punto

Caracterizacion mediante sucesiones

Podemos dar una definicién alternativa de limite de una funcién esta vez
utilizando sucesiones.

Definicion

Sea f : AC R — R una funcién y a un punto en la adherencia de A.
Diremos que la funcién f tiene limite / en el punto a si para cada sucesién
(xn)n de puntos en A tal que lim,_,c X, = a se verifica que

liMp_o0 F(xn) = 1.

Al igual que en el caso anterior podemos utilizar la definicidén para
demostrar la no existencia del limite.

Probar que no existe el limite limy_osen 7

Ejercicio
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Propiedades

Propiedades

Propiedades
@ El limite de una funcién en un punto es unico.

@ Si una funcién tiene limite en un punto a, estd acotada en un entorno
de ese punto.

@ Silimy_,f(x) =1 < a (> ), entonces existe un entorno de a donde
la funcién toma valores menores que a (mayores que f3).

@ Sean f,g,h: | — R funciones definidas en un intervalo I que verifican
g(x) < f(x) < h(x) en un entorno de a perteneciente a la adherencia
de I. Si limy_ 5 g(x) = limy_ 5 h(x) = I entonces lim,_,,f(x) = I.

@ Si f,g: 1 — R son dos funciones con limites [ y men a, y k € R.
Entonces:

0 limy_,f+g=1+m

@ limy_,f-g=1-m;

@ lim . k-f=k-I

0 sim#0,lim ., () =&
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Limites laterales

Limites laterales

Definicion

Sea f: | — R, a € [. Se dice que f(x) tiende a / cuando x tiende al punto
a por la izquierda (por la derecha), si para cada € > 0 existe § > 0 tal que
si0<a—x<6(0<x—a<d)entonces |f(x)— /| < ey se representa
por lim,_,,— f(x) =1 (limy_,+ f(x) =1).

Para que exista el limite de una funcién en un punto es necesario y
suficiente que existan ambos limites laterales y que ademds ambos
coincidan.
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Limites infinitos y limites en el infinito

Limites infinitos

Definicion
Q Seaf: |l — R, aecl. Sedice que limy_, f(x) = 400, si para cada
K > 0, existe 6 > 0 tal que si |[x — a] < §, x # a entonces f(x) > K.

@ Seaf: | — R, ael. Sedice que limy_,,f(x) = —o0, si para cada
K > 0, existe 6 > 0 tal que si |[x — a| < §, x # a entonces f(x) < —K.

Propiedades

@ Silimy_,f(x) =0 con f(x) > 0 (resp. f(x) < 0) entonces
limy—a ﬁ = 400 (resp. —00).

@ Si limy_,, f(x) = o0 entonces limy_;, ﬁ =0.
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Limites infinitos y limites en el infinito

Limites en el infinito

Definicion
© Sea f : [a,+00) — R. Se dice que f(x) tiende a / cuando x tiende a
+0o0 y se representa por limy_, 1 f(x) =/ si para cada € > 0 existe
K > 0 tal que si x > K entonces |f(x) — /| <.
@ Sea f : (—o0,a] — R. Se dice que f(x) tiende a / cuando x tiende a
—00 y se representa por limy_,_o f(x) = [ si para cada € > 0 existe
K > 0 tal que si x < —K entonces |f(x) — /| <.

M. Munoz (U.P.C.T.) Cdlculo diferencial de funciones reales ¢ Matemdticas T 8/ 66



Infinitésimos e Infinitos. Indeterminaciones

Infinitésimos

Definicion

Se llama infinitésimo cuando x tiende al punto a (donde a puede tomar
valores infinitos) a toda funcién f que tenga limite cero en el punto a.

Proposicion
Son equivalentes:
Q limy,,f(x) =1,

@ La funcién ¢(x) = f(x) — I es un infinitésimo.

Proposicion
El producto de un infinitésimo por una funcidén acotada es un infinitésimo.
Ejemplo: La funcién f(x) = xsen (%) es un infinitésimo.

x
El cociente de un infinitésimo por una funcién que en valor absoluto se
convserva mayor que una constante positiva, es un infinitésimo. (% es una

indeterminacidn).
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Infinitésimos e Infinitos. Indeterminaciones

Infinitos

Definicion
Se llama infinito cuando x tiende al punto a (donde a puede tomar valores
infinitos) a toda funcién f(x) que tiende a oo cuando x tiende a a.

Propiedades

@ La suma de un infinito en el punto a con una cantidad finita de
funciones acotadas en un entorno de a es un infinito. (La diferencia
de dos infinitos puede tener limite distinto co — co es una
indeterminacién).

@ El producto de un infinito por un ndmero finito de funciones acotadas
inferiormente en valor absoluto por un ndmero positivo (no nulo), es
un infinito (0 - co es una indeterminacién).

@ El cociente de un infinito por una funcidén acotada superiormente en
valor absoluto es un infinito. (22 es una indeterminacién).
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Infinitésimos e Infinitos. Indeterminaciones

Principio de sustitucion

Todo infinitésimo o infinito que sea factor o divisor de un Ilimite de una
funcién en un punto puede sustituirse por otro equivalente en dicho punto
sin que se altere el valor de dicho limite.
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Infinitésimos e Infinitos. Indeterminaciones

Tabla de equivalencias
(x = 0)
1 — cos(x) = X; (x —0)
tan(x) =x (x —0)

sen(x) = x

arcsin(x) = x (x = 0)
a l1=xlog(a) (x—0)
log(x+1)=x (x—0)

apnx"+ -4+ a1x+ag = a
log(apx™ 4 - - - + ap) = log x"

(x = 0)
(x = o0)

sinh(x) =x (x —0)
cosh(x) — 1= X; (x —0)
tanh(x) =x (x — 0)
arctan(x) =x (x — 0)
e“—-1=x (x—0)
(I1+x)*—1=ax (x—0)
apx" + .-+ a1x + ag = apx”
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Infinitésimos e Infinitos. Indeterminaciones

A partir de las equivalencias y del principio de sustitucién puede obtenerse
la siguiente igualdad para resolver la indeterminacién del tipo 1°°.

lim f(X)g(X) — elimesag(x)(f(x)-1)
X—a

cuando limy_,, f(x) =1y limy,,g(x) = .

M. Munoz (U.P.C.T.) Cdlculo diferencial de funciones reales ¢ Matemdticas T 14 / 66



Continuidad de una funcién en un punto.

Continuidad

Definicion

Sea f : | — R una funcién tal que a € /. Diremos que f es continua en a si

lim f(x) = f(a).

X—a

Ejemplos
© Las funciones constantes son continuas.

@ La funcién identidad f(x) = x es continua en R.
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Continuidad de una funcién en un punto.

Continuidad lateral

Definicion
Seaf:l =R, acl.
@ Se dice que la funcién f es continua por la derecha en x = a si
limy_,+ f(x) = f(a).
@ Se dice que la funcién f es continua por la izquierda en x = a si
lim,_, .- f(x) = f(a).

Ejemplo
La funcién f(x) = E(x) es continua por la derecha en todos los puntos
x € 7.
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Continuidad de una funcién en un punto.

Discontinuidades

Definicion
Sea f: | — R, ael. Siexiste limy_,,f(x) =1y | # f(a) o bien no existe
f(a) se dice que f(x) presenta una discontinuidad evitable en a.

Ejemplo
La funcién f(x) = ;2:2 no esta definida en x = 2, y por lo tanto no puede

ser continua en 2, sin embargo limy_,» f(x) = 3, es decir, en a =2
tenemos una discontinuidad evitable. )
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Continuidad de una funcién en un punto.

Discontinuidades I1

Definicion

Una funcién f : I — R presenta en x = a una discontinuidad de primera
especie o de salto si existen los limites laterales en el punto a pero éstos
son distintos. Se llama salto en a a la diferencia entre ambos valores.

FEjemplo

La funcién f(x) = ex tiene en x = 0 una discontinuidad de salto infinito.

Definicion

Si no existe alguno de los limites laterales o no existen ambos, se dice que
f presenta en x = a una discontinuidad de segunda especie.
Ejemplo

9 1 : .
La funcién f(x) = ex sen (Z) presenta en x = 0 una discontinuidad de
segunda especie.

v
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Operaciones con funciones continuas

Operaciones con funciones continuas

Proposicion

Sean f y g dos funciones continuas en x = a. Entonces:
@ f + g es continua en x = a.
@ f - g es continua en x = a.
@ Sig(a) #0, gfr es continua en x = a.

Ejemplo

El polinomio P(x) = apx" + - -+ + a;x + ap es continuo para cada x € R.

v

Continuidad de la funcion compuesta

Seaf:l1—R,g:J—Rcon f(l)CJ, f continua en ay g continua en
g(a). Entonces la funcién compuesta g o f : | — R es continua en x = a.

v
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Teorema de Darboux de los valores intermedios

Teorema de los valores intermedios

Teorema

Sea f : [a, b] — R una funcién continua y k un ndmero comprendido entre
f(a) y f(b). Entonces existe al menos un ¢ € (a, b), tal que f(c) = k.
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Teorema de Bolzano

Teorema de Bolzano

Teorema

Sea f : [a, b] — R una funcién continua tal que f(a) - f(b) < 0, entonces
existe ¢ € (a, b) tal que f(c) =0.
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Teorema de Weierstrass

Teorema de Wezrerstrass

Teorema

Toda funcién continua f definida en un intervalo / compacto estad acotada
superior e inferiormente y alcanza el maximo y el minimo absoluto.

Teorema

La imagen por una funcién continua de un intervalo compacto es un
intervalo compacto.
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Homeomorfismo

Homeomorfismo

Definicion
Diremos que una funcién f : A — B es un homeomorfismo si la funcién es
biyectiva, continua y la inversa es continua.

Continuidad de la funcion inversa
Si la funcién f : A — B es una biyeccién estrictamente monédtona creciente
o decreciente, entonces f es continua en / y f~! es continua en J.

Ejemplo

La funcién logaritmica es continua por ser la inversa de la funcién
exponencial. La funcidn sen(x) en [—7/2, /2] es continua y estrictamente
creciente, esta funcidn tiene inversa arcsin(x) : [-1,1] — [-7/2,7/2] que
también es continua.
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Derivada de una funcién en un punto

Definicion de derivada de una funcion en un punto.
Derivadas laterales

Definicion:

Dada una funcién f : (a, b) — R y dado un punto ¢ € (a, b), se define la
derivada de la funcion f (resp. derivada por la derecha, derivada por la
izquierda) en el punto c y se representa por f'(c) (resp. f'(c™), f'(c™)),
como el limite (si existe):

F(c) = /|7'I_r>"0 f(x+ h,)7_ f(x)
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Derivada de una funcién en un punto

Estudiar si existe en x =1 la derivada de la funcion

F(x) = X 51: x=1
2x—1 si x>1
lim,yo- 201 = 1, es decir, £, (1) = L. lim,_yor CEHZD=T — 3 e

decir £y, (1) = 2.
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Derivada de una funcién en un punto

Otra forma de definir si una funcién es derivable en un punto es la que
sigue:

Proposicion

Una funcién f es derivable en x = a si y sélo si

f(a+ h)—f(a)=f'(a) + h-a(h),

con limp_o a(h) = 0.

En virtud de los teoremas de Iimites anteriormente introducidos es claro
que una funcién serd derivable en un punto si y sélo si, en dicho punto, es
derivable por la derecha y por la izquierda y coinciden ambos valores. Por
otro lado mostraremos graficamente que la derivada de una funcién
f:(a,b) — R en un punto ¢ € (a, b) representa la pendiente de la recta
tangente a la grafica de f en el punto (c, f(c)).
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Derivada de una funcién en un punto

Relacion entre derivabilidad y continuidad

Es conveniente dejar claro la relacién entre continuidad y derivabilidad,
resultado que recogemos en la siguiente proposicion.

Proposicion

Toda funcién derivable es continua. J
Probar que no existe el limite limy_,osen 7

Ejercicio J
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Interpretacion geométrica

Recta tangente y recta normal a una funcion en un
punto

Proposicion

@ A la recta que pasa por (a,f(a)) y tiene como pendiente el nimero
real f'(a) se le llama recta tangente a f(x) en el punto (a, f(a)). La
ecuacién de la recta tangente es

y — f(a) = f'(a)(x — a).

@ La recta perpendicular a la recta tangente en el punto (a, f(a)) se
llama recta normal a la curva en dicho punto. Por tanto, la ecuacién
de esta recta normal es

-1

y = f(a) = f’(a)

(x — a).
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Interpretacion geométrica

Funcion derivada. Derivadas sucesivas

Definicion

Una funcién f : (a,b) — R se dice derivable si es derivable en cada uno de
los puntos de su dominio.

Si f es una funcién derivable, podemos definir a partir de ella una nueva
funcién que recibe el nombre de funcion derivada. Dicha funcién se denota
por f' y su definicién la siguiente:

- (a,b) — R
X - f'(x).

Si la funcidn f’ vuelve a ser derivable se puede definir la derivada segunda
de f como la derivada de 7’ y asi sucesivamente definiriamos f”, "/, (),
fV, .

M. Munoz (U.P.C.T.) Cdlculo diferencial de funciones reales ¢ Matemdticas T 29 / 66



Interpretacion geométrica

Definicion funcion de clase C

Una funcién f : (a, b) — R se dice de clase C¥ si y sélo si la funcién f es
derivable k veces y la derivada k-ésima, f(¥), es continua. El conjunto de
las funciones de clase C¥ definidas en el intervalo (a, b) se denota por
C*((a, b)). Cuando k = 0, obtenemos el conjunto de las funciones
continuas.
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Interpretacion geométrica

A continuacién damos las propiedades de las derivadas con respecto a las
operaciones entre funciones.

Algebra de las funciones de clase C¥

Sea k un niimero natural, entonces el conjunto (C*(a, b), +, -) tiene
estructura de anillo conmutativo con elemento neutro para la
multiplicacién. Ademis, si f,g € C*((a, b)) se tiene que:

0 (f+g)'(x) = '(x0) + &'(x),

9 (f-g)(x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g' (x0)-
Adema3s, si f y g son dos funciones que admiten derivadas hasta el orden
n, entonces se verifican:

Q@ (c- )M =c.f" para cada c € R.
@ (f . g)(") = (8) f(”) -g SIS (;) f(”fl) . g/ dooo (nﬁl) f/g("fl) L (n)g(")

n
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Interpretacion geométrica

Composicion de funciones: Regla de la cadena

Con respecto a la composicidn de funciones, la regla de la cadena da la
respuesta a cémo calcular la derivada de composiciones de funciones.

Regla de la cadena

Sean f : (a,b) — (c,d) y g : (c,d) — R funciones reales de variable real,
sea xp € (a, b) tal que f es derivable en xg y g es derivable en f(xp).
Entonces g o f es derivable en xg y la derivada se obtiene mediante la
expresion

(g 0 f)'(x0) = &g'(f(x0))f'(x0)-
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Diferencial de una funcién en un punto

Diferencial de una funcion en un punto

Se dird que una funcién f(x), definida en un entorno de a es diferenciable
en a si f(x) puede aproximarse, en un entorno de a, por una funcién afin,
de ecuacion

y—f(a) = Alx —a)
con AeR.
Definicion

Una funcién f : | — R, | C R abierto, es diferenciable en a € [ si verifica
f(x) —f(a) = (x — a)(A + aa(x))

para cada x perteneciente a cierto intervalo de a contenido en | y a es
una funcién con limy_,, as(x) = 0.
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Diferencial de una funcidon en un punto

Si en la anterior definicién se toma x = a + h se tendra que f es
diferenciable si y sélo si

f(a+ h) = f(a) + Ah + he,(h),

con limp_0€a(h) = 0.

Definicion

A la funcién lineal definida para cada valor de R con valores en R que
asigna a cada h € R el valor A- h se le llama diferencial de la funcién f en
ay se denotard por df,, es decir, df, : R — Ry dfy(h) = A- h.

Para una funcién f : | — R, con | C R abierto, a € | son equivalentes que
la funcidn f es diferenciable en a y el que la funcién sea derivable en a.
Ademis si df;(h) = A - h, entonces A = f/(a).
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Teoremas sobre valores medios de funciones derivables

FExtremos relativos

Definicion de funcion creciente (decreciente)

Sea f : (a,b) — R una funcién. Diremos que f es creciente (decreciente)
en ¢ € (a, b) si existe § > 0 tal que para cada par de puntos

x,y € (c—6,c+6) C (a,b) con x < ¢ < y se verifica f(x) < f(c) < f(y)
(f(x) = f(c) = f(y))-

v

Proposicion
Sea f : (a,b) — R creciente (decreciente) y derivable en ¢ € (a, b).
Entonces f'(c) > 0 (f'(c) < 0).
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Teoremas sobre valores medios de funciones derivables

Proposicion

Sea f : (a, b) — R derivable en ¢ € (a, b), con f’(c) > 0 (resp. f'(c) < 0)
entonces f es estrictamente creciente (resp. estrictamente decreciente) en
c.
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Teoremas sobre valores medios de funciones derivables

Ezxtremos relativos y absolutos

Definicion

Una funcién f : (a, b) — R tiene un maximo (minimo) relativo en
c € (a,b) si existe 6 > 0 tal que (¢ — d,¢c +0) C (a, b) y tal que
f(x) < f(c) (f(x) > f(c)) para cada x € (c — 0, c + 9).

Condicion necesaria de extremo relativo

Sea f : (a,b) — R derivable en ¢ € (a, b). Si en ¢ hay un extremo relativo
entonces f’(c) = 0.

Ejemplo:

La funcién f(x) = x> verifica que f’(x) = 3x? y f(0) = 0 pero ¢ = 0 no
es un extremo relativo de la funcién.
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Teoremas sobre valores medios de funciones derivables

Calculo de mdzrimos y minimos relativos y absolutos

Dada una funcién f definida en un intervalo [a, b] con valores reales
sabemos por el teorema de Weierstrass que la funcién alcanza el maximo y
minimo absolutos.

Procedimiento para el calculo de los extremos absolutos.

@ Hallar los puntos criticos de f en [a, b] (es decir, aquellos en los que
la derivada se anula) y evaluar f en dichos puntos.

@ Evaluar f en los extremos del intervalo (puntos a 'y b) y en aquellos
puntos en los que la funcién no sea derivable.

@ Elegir, entre todos los puntos obtenidos, aquellos donde la funcién
alcance los valores mayor y menor.

En el caso en el que el intervalo fuese abierto (a, b) no tenemos asegurada
la existencia de los extremos absolutos, el procedimiento para calcularlos
es similar sélo que en este caso calcularemos lim,_, ,+ f(x) y lim,_,,- f(x).
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Teoremas sobre valores medios de funciones derivables

FEjercicio:

4 _ x?—2x+1
Calcular los extremos de la funcién f(x) = 55755 en R.
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Teoremas sobre valores medios de funciones derivables

Teorema de Rolle

Teorema
Sea f : [a, b] — R continua y derivable en (a, b). Si f(a) = f(b) entonces
existe ¢ € (a, b) tal que f'(c) = 0.

El teorema de Rolle es importante a la hora de la bldsqueda de raices de
funciones derivables, pues entre dos de ellas la derivada de la funcién a la
que le buscamos las raices se tiene que anular. Por otro lado, mostraremos
con los siguientes ejemplos, que las hipétesis no se pueden debilitar.
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Teoremas sobre valores medios de funciones derivables

Ejemplo
La funcién:
f: [0,1] — R
x si 0<x«<1

X — f(x):{0

si x=1

no es continua en [0, 1], es derivable en (0,1), f(0) = f(1) y sin embargo
f'(x)=1#0si0<x<1.

FEjemplo

La funcidn:
f: [-1,1] — R
X —  f(x) = |x|

es continua en [—1, 1], no es derivable en (—1,1) ya que no lo es en x =0
y la derivada de f no se anula en ningin punto de (—1,1) \ {0}.
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Teoremas sobre valores medios de funciones derivables

Teorema del valor medio de Lagrange (Teorema de los
incrementos finitos)

Teorema de los incrementos finitos de Lagrange

Sea f : [a, b] — R una funcién continua en [a, b] y derivable en (a, b).
Entonces existe al menos un punto ¢ € (a, b) tal que se verifica

f(b) — f(a) = f'(c)(b — a).

Como aplicacién obtenemos la caracterizacién de las funciones constantes.

Proposicion

Sea f una funcién definida y derivable en un intervalo (a, b) y tal que
f’(x) = 0 para cada x € (a, b) entonces f(x) = K para cada x € (a, b)
(K € R). Reciprocamente si f es una funcién constante entonces

f'(x) = 0 para cada x € (a, b).

M. Munoz (U.P.C.T.) Cdlculo diferencial de funciones reales ¢ Matemdticas T 42 / 66



Teoremas sobre valores medios de funciones derivables

Aplicacion: Separacion de raices de una ecuacion

f(x)=0

Separacion de raices
Sea f : (a,b) — R derivable en (a, b). Entonces:
@ Entre cada dos raices de f(x) = 0 existe al menos una raiz de
f'(x) =0.
@ Entre dos raices consecutivas de f'(x) = 0 existe a lo sumo una raiz
de f(x) = 0.
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Teoremas sobre valores medios de funciones derivables

Aplicacion: Desigualdades

Usar el teorema de los incrementos finitos para probar la desigualdad
e* > 1+ x para cada x € R.

Para x = 0 se tiene la igualdad €® = 1 4 0. Supongamos que x > 0,
utilizando el teorema de los incrementos finitos de Lagrange en el intervalo
[0, x] sobre la funcién f(x) = e* tenemos que f(x) — f(0) = f'(x)(x — 0),
es decir, € — 1 = e°(x — 0) > x puesto que la funcién exponencial es
estrictamente creciente. Asi eX > x + 1. De forma similar se demuestra el

caso en el que x < 0.
v
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Teoremas sobre valores medios de funciones derivables

Aplicacion: Cdlculos aproximados, acotacion de valores

Calcular de forma aprozimada el valor de /105

Consideramos la funcién f(x) = \/x y el intervalo [100, 105]. Aplicamos el

teorema de los incrementos finitos de Lagrange en dicho intervalo y
obtenemos ]
f(105) — £(100) = —=(105 — 100),

2/c
es decir, .
v105—-10=——="-5
2./c

Por otra parte la funcién f(x) es creciente,

asi 10 < /e < V105 <121 =11,y

5 5
511 <v105—10<—2.10.

Se sigue entonces que 10,22 < /105 < 10,25.
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Teoremas sobre valores medios de funciones derivables

Teorema de Darboux para la derivada

Teorema
Sea f una funcion derivable en un intervalo abierto J. Si a,b € J , con
a< by f'(a) < A< f'(b), entonces existe ¢ € (a, b) tal que f'(c) = \.

Para demostrar este teorema basta considerar la funcién ¢ : J — R dada
por ¢(x) = f(x) — Ax y demostrar que tiene un minimo relativo en (a, b).
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Teoremas sobre valores medios de funciones derivables

Teorema del valor medio de Cauchy

Teorema
Sean f, g : [a, b] — R dos funciones continuas en [a, b] y derivables en
(a, b), siendo g(a) # g(b) y g'(x) # 0 para cada x € (a, b). Entonces
existe al menos un punto ¢ € (a, b) tal que

f(b) —f(a) _ f'(c)

g(b)—g(a)  g'(c)’

Para demostrar el resultado hay que considerar la funcién
F(x) = (f(b) — f(a))g(x) — (g(b) — g(a))f(x) y utilizar el teorema de
Rolle.
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Regla de L’Hépital

Esta regla permite, directamente o con ligeras modificaciones, calcular
limites de indeterminaciones de los ti

Regla de Bernoulli-L’Hopital

Sean f y g dos funciones derivables en un intervalo abierto que contiene a

Xg. Si
lim f(x) =

X—>X0

O

pos %, =, 0-00, 1%, o0?, 00, 0o — 0.

lim g(x) =0

X—>X0

(resp. limy_sx, F(x) = limx_x, g(x) = 00) y existe el limite

entonces:

M. Munoz (U.P.C.T.)
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Regla de L’Hépital
Esta regla tiene un andlogo cuando calculamos limites en 400, es el
siguiente.
Regla de Bernoulli-L’Hopital

Sean f y g dos funciones derivables en la semirrecta (a, +o00)(resp.

(—00,a)). Si

T T = I eb) =00 T 70 = T g0 = o0

(resp. limy— oo f(x) = limy_sc g(x) =0 0
My —oo F(X) = limy—s_ oo g(X) = 00) y existe el limite

!
jim )
X——400 g’(x)
(resp. limy_ oo %) entonces:
f f’ f !
lfm fx) = lim (x) (resp. lim ) = lim (X))
X—+00 g(x X—+00 g’(x) X——00 g(x) X——00 g’(x)
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Regla de L’Hépital

La regla de L'Hopital no resuelve todas las indeterminaciones que se
pueden presentar, por ejemplo, si se aplica L'Hopital al limite

Ii x2—sen?(x) . . ./ . ;o
|mO FsenZ(x) MO desaparece la indeterminacion, es mas, el nuevo limite
X—r

que aparece es mas complicado que el primero y tampoco se resuelve por
L'Hépital. Por otro lado, es importante tener en cuenta que, a veces,
iste el limite If F>) | limite If () jemplo de est
existe el limite limy_,, z5y ¥ no el limite lim,_,, z755, un ejemplo de este
2

- _ 1 _ _
caso se obtiene tomando f(x) = x“sen, g(x) = senx y xg = 0.
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Aprozximacién local de funciones mediante polinomios Polinomio de Taylor de grado n

Polinomio de Taylor de grado n

Abordaremos el problema de la aproximacién de funciones reales por
polinomios. La idea es la siguiente: dada una funcién real, por ejemplo
f(x) = €*, se conocen ciertos aspectos de dicha funcién como que es
continua y derivable, su grafica aproximada, etc.... Sin embargo, si
queremos calcular el valor de el/2 nos encontramos con que no sabemos
calcular dicho valor. Si la funcién pudiera sustituirse por un polinomio
P(x), y el error que se cometiera en dicha aproximacién fuera pequefio,
podriamos tomar P(1/2) como un valor aproximado de e'/2.

Esto puede hacerse de una manera local siempre que la funcién que
estemos considerando cumpla ciertas condiciones de derivabilidad.
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Aprozimacion local de funciones mediante polinomios  Polinomio de Taylor de grado n

Formula de Taylor

Sean f : (a, b) — R una funcién de clase C¥y xp € (a, b). Entonces:

4 (x0)

F(x) = f(x0) + F/(x0)(x = x0) + ..+ — =

(x — xo)k + Ri(x — x0),

donde Ri(x — xp) es el término del error que puede presentar diferentes
formas y tal que

e )N
X—>X0 (X = Xo)k
Llamamos polinomio de Taylor de grado k a
P £ (0)+ 7 (0) (X—x0) - £ (00) (X0 )2 - - F) (30) (X
k=1,£,50(X) = Fx0)+f"(x0) (x=x0)+5; 7 (x0) (x=x0) "+ - +7F (x0) (x—x0.

En el caso en el que xp = 0 a la férmula de Taylor se le llama férmula de
McLaurin.
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Aprozimacion local de funciones mediante polinomios  Polinomio de Taylor de grado n

El error cometido en la aproximacién también llamado resto, puede
estimarse estudiando Rx(x — xp). La forma mds usual de hacer esta
estimacion es usando la férmula del resto de Lagrange:
F9(c)
k
Rk(x — x0) = T(X —Xp)
donde ¢ es un nimero indeterminado que depende de cada valor x y
pertenece al intervalo abierto (xp — |xo — x|, x0 + |xo — x|). Otra forma de
expresar el término complementario o resto es la forma infinitésima:

Re(x — x0) = a(x)(x — x0)¥, donde ILm a(x) = 0.
X—+X0
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Aprozimacion local de funciones mediante polinomios  Polinomio de Taylor de grado n

Por ejemplo, en nuestro caso el polinomio de grado 3 de €* es

2 x3

P( )—1+X+7+€

P3(1/2) = 1,8333 valor aproximado de e/2 con un error

1

Ri(1/2) = 5 ¢

donde ¢ € (%1, 1). Como e < 2 en (—1/2,1/2), una acotacién del error

sera 11 1
E <|Ry(1/2)] < — = 260421073
|Ra(1/2)] >4 23~ 384 ,60 0
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Aprozximacién local de funciones mediante polinomios Polinomio de Taylor de grado n

Aplicaciones de la formula de Taylor

@ El calculo de expresiones con una acotacién del error.

@ Cilculo de limites.
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Aprozimacion local de funciones mediante polinomios  Polinomio de Taylor de grado n

Veamos algunos ejemplos de las aplicaciones.

Determinar el polinomio que aproxima a la funcion f(x) = sen(x) con
un error menor que 0.001 en el intervalo [—2,2].
El error viene determinado por el resto, asi debemos calcular en este caso
n tal que

1
(n+1)!
Calculamos las derivadas de f(x) = sen(x). f'(x) = cos(x) = sen(x + %),
f(x) = sen(x + &), f"(x) = sen(x + 3F), F¥)(x) = sen(x + 4T),.
asi tenemos que " = sen(x + 7). Acotamos el resto

[Rrisd = £t (c)x"t1| < 0,001

(n+1)m

sen(c + 5 )

_‘X’n—i—l <

;lzf'+1 < 0,001.

1
(n+1)! (n+1)
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Aprozimacion local de funciones mediante polinomios  Polinomio de Taylor de grado n

Esta desigualdad se verifica para n = 10. Asi que tomaremos el polinomio
de Taylor de grado nueve. Evaluamos la férmula de Taylor y tenemos que

el x3 +x5 X7 +X9
X)=X—— ===
6 5l 9!
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Aprozximacién local de funciones mediante polinomios Polinomio de Taylor de grado n

Aplicacion de la formula de Taylor al cdalculo de limites

3y 3
Calcular limx_g Sen(x)xw

Calculamos los desarrollos limitados de las funciones sen(x3) y tan(x3).

3

sen(x) = x — % + o(x?)
X9
sen(x) = x> — 3l + o(x?)
De forma andloga tenemos que
3

tan(x) = x + % + o(x®)

9
tan(x3) = x3 + % + o(x°)
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Aprozimacion local de funciones mediante polinomios  Polinomio de Taylor de grado n

Sustituyendo en la expresion tenemos que

W%
|
o
—~
x
©
N—r
[y

9
M R ) I
[im : 5 = ——.
x—0 X 2
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Aprozximacién local de funciones mediante polinomios Polinomio de Taylor de grado n

El método de Newton

Método iterativo para el cdlculo de raices de funciones. La férmula viene
dada por

Xn+1 = Xnp — F1(xn)
n
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Aprozximacién local de funciones mediante polinomios Interpolacién

Interpolacion

Definicion
Dada una funcién f : R — R de la cual conocemos el valor de n+1
puntos {xo, ..., Xn}, es decir, conocemos

{f(x0),..-,f(xn)},

entonces existe un tnico polinomio P,(x) de grado a lo sumo n tal que
Pn(xi) = f(x;) para i=0,1,...,n.

El polinomio P,(x) recibe el nombre de polinomio interpolador de f en los
puntos x; para i = 0,...,n. La expresién de P,(x) viene dada por:

_ ¢ ) - (x = x0)(x —x1) ... (x = xi—1)(x — Xj11) - .. (x — xp)
Pl = ,z_; ) (xi = x0)(xi = x1) ... (xi — xi—1)(Xi — Xix1) - - - (xi — Xn)|
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Aprozimacion local de funciones mediante polinomios  Interpolacion

Ademas, si x es un niimero real arbitrario y la funcién f es derivable n+ 1
veces, se verifica que el error cometido en la aproximacion, viene dado por

_ fM(e(x)

f(X)_Pn(X):En(X)— (n+1)! (X—Xo)'(X—Xl)'...'(X—Xn),

donde c(x) es una funcién que toma valores en el intervalo (m, M), donde
m=min{x;: i=0,...,n}y M=max{x;: i=0,...,n}.
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Aprozximacién local de funciones mediante polinomios Interpolacion

Representacion grafica de funciones

Elementos para la representacion grafica de funciones

o

@0 000000 O0

Dominio de definicién
Simetrias

Periodicidad

Puntos de corte con los ejes
Célculo de asintotas
Crecimiento y decrecimiento
Célculo de extremos relativos
Concavidad y convexidad
Puntos de inflexion

Puntos donde la funcién no es continua o derivable
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Aprozximacién local de funciones mediante polinomios Interpolacion

Cdlculo de asintotas

Asintotas verticales
Si limy_,, f(x) = £00 la recta x = a es una asintota vertical de f(x).

Asintotas horizontales
Silimy_00 = A € R la recta y = X es una asintota horizontal. Andlogo
para el caso x tiende a —oo.
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Aprozimacion local de funciones mediante polinomios  Interpolacion

Asintotas oblicuas
Son de la forma y = mx 4+ n donde m = limy_,o @ y

n = limy_,o0(f(x) — mx) siendo m # 0, m # £o00, n # *oo. Analogo para

caso cuando x tiende a —oo. )

2
Representa grdficamente la funcion f(x) = (th)
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Aprozximacién local de funciones mediante polinomios Interpolacion

Concavidad y convexidad

Definicion
Sea f una funcién derivable en un intervalo (a, b). Se dice que la funcién

es convexa (concava) en dicho intervalo si su derivada es una funcién
creciente (decreciente) en dicho intervalo.

Ejemplo

eX
x2—9

Representa graficamente la funcién f(x) =
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