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Introduccion a la Légica Repaso histérico (Ref. Grimaldi pdq. 187)

Breve repaso historico

o Aristételes (384 - 322 a.C.). En una forma modificada este tipo de
l6gica se enseiid hasta y durante la Edad Media.
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Introduccion a la Légica Repaso histérico (Ref. Grimaldi pdg. 187)

Breve repaso historico

o Aristételes (384 - 322 a.C.). En una forma modificada este tipo de
l6gica se enseiid hasta y durante la Edad Media.

e Gotfried Wilhelm Leibnitz (1.646 - 1.716).

o George Boole (1.815 - 1.864) cred un sistema de légica matematica
que presenté en 1.847 en el panfleto “The Mathematical Analysis of
Logic, Begin an essay Towards a Calculus of Deductive Reasoning”.
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Introduccion a la Légica Repaso histérico (Ref. Grimaldi pdg. 187)

Breve repaso historico

o Aristételes (384 - 322 a.C.). En una forma modificada este tipo de
l6gica se enseiid hasta y durante la Edad Media.

e Gotfried Wilhelm Leibnitz (1.646 - 1.716).

o George Boole (1.815 - 1.864) cred un sistema de légica matematica
que presenté en 1.847 en el panfleto “The Mathematical Analysis of
Logic, Begin an essay Towards a Calculus of Deductive Reasoning”.

e August Morgan (1.806 - 1.871) “Formal Logic”.
o Charles Sanders Peirce (1.839 - 1.914).

o Alfred North Whitehead (1.861 - 1.947) y Bertrand Russell (1.872 -
1.970).
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Introduccion a la Légica Conceptos bdsicos (Ref. Matemdtica Discreta, Gregori)

Conceptos bdsicos

Definicion
Llamaremos proposicién a toda afirmacion de la que se pueda decir sin
ambigiiedad y de manera excluyente que es cierta o falsa.
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Introduccion a la Légica Conceptos bdsicos (Ref. Matemdtica Discreta, Gregori)

Conceptos bdsicos

Definicion
Llamaremos proposicién a toda afirmacion de la que se pueda decir sin
ambigiiedad y de manera excluyente que es cierta o falsa.

Las proposiciones mas sencillas se denominan atémicas. Las proposiciones
constituidas por proposiciones atémicas y otras particulas que sirven de
nexo se llaman moleculares. Habitualmente vendran denotadas por las
letras p, q, ...

El calculo proposicional se ocupa de la formacién de proposiciones
moleculares y de su valor légico.
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Introduccion a la Légica Conceptos bdsicos (Ref. Matemdtica Discreta, Gregort)

Definicion
Se llaman conectores (o conectivos) Iogicos a las particulas que se utilizan
para formar las proposiciones moleculares.
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Introduccion a la Logica  Conceptos bdsicos (Ref. Matemdtica Discreta, Gregort)

Definicion
Se llaman conectores (o conectivos) Iogicos a las particulas que se utilizan
para formar las proposiciones moleculares.

Algunos conectores son los que siguen:

@ Disyuncién “ o ". La simbolizaremos por “V". Ejemplo: pV g se lee p

0 q.
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@ Disyuncién “ o ". La simbolizaremos por “V". Ejemplo: pV g se lee p
0gq.
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Introduccion a la Logica  Conceptos bdsicos (Ref. Matemdtica Discreta, Gregort)

Definicion
Se llaman conectores (o conectivos) Iogicos a las particulas que se utilizan
para formar las proposiciones moleculares.

Algunos conectores son los que siguen:

@ Disyuncién “ o ". La simbolizaremos por “V". Ejemplo: pV g se lee p
0 q.

@ Conjuncién “vy". La simbolizaremos por “A”. Ejemplo: p A g se lee p
yaq.

@ Negacién “no". La simbolizaremos por “—". Ejemplo: —=p se lee no p.

@ El condicional “si ..., entonces ..." que simbolizaremos por —, y
que se define de manera que p — g (si p entonces q) es falsa cuando
p es cierta y q es falsa.
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Introduccion a la Logica  Conceptos bdsicos (Ref. Matemdtica Discreta, Gregort)

o El doble condicional o equivalencia “...si, y sélo si, ..." que
simbolizaremos por “«" se define de modo que p<>q (p si, y sélo si,
q) es cierta sélo cuando p y g son ciertas a la vez o falsas a la vez.
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Introduccion a la Logica  Conceptos bdsicos (Ref. Matemdtica Discreta, Gregort)

En la siguiente tabla esquematizamos las definiciones anteriores.
Habitualmente denotaremos con un 1 la proposicidn verdadera y con 0
indicaremos que la proposicién es falsa:

P9 |PVGq |PAG | P | P29 |P&C
1)1 1 1 0 1 1
170] 1 0 0 0 0
01 1 0 1 1 0
0j0| O 0 1 1 1
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Introduccion a la Logica  Conceptos bdsicos (Ref. Matemdtica Discreta, Gregort)

La jerarquia de los conectores |6gicos es la que sigue de mayor a menor (V
y A tienen igual status):

&, =V, A, -

El uso del paréntesis puede hacer variar el sentido légico.
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La jerarquia de los conectores |6gicos es la que sigue de mayor a menor (V

y A tienen igual status):

&, =V, A, -

El uso del paréntesis puede hacer variar el sentido légico.
Ejemplo:
Vienes a cenar, o vamos al cine y tomamos un helado.

p= (tu) vienes a cenar.
g= (nosotros) vamos al cine.
r= (nosotros) tomamos un helado.
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Introduccion a la Légica Tautologias y contradicciones

Tautologias y contradicciones

Una forma proposicional que siempre es verdadera con independencia del
valor de verdad de las proposiciones que la integran se llama tautologia.
Una forma proposicional que es siempre falsa con independencia del valor
de verdad de las proposiciones que la integran se denomina contradiccion.
Si no se da alguno de los dos casos anteriores suele decirse que la forma
proposicional es una contingencia.
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Introduccion a la Légica Tautologias y contradicciones

Ejemplo

qg=(p=q)
p|alp=q|a=>(p=q)
1[0 O 1
111] 1 1
0l1] 1 1
ojlo| 1 1
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Introduccion a la Légica

Tautologias y contradicciones

Las siguientes proposiciones son tautologias y se denotan de forma
simplificada con las letras que aparecen a continuacién:

pPAG=q
p=pVgq
q=(p—
(p—q)
(p—q)
(p—q)
( )

p—q)AN

A
A

q)
(g=r)=(p—r)
(r—=s)A(pVr)=qVs

ANp=4q

S (Simplificacién)

A (Adicién)

C (Condicional)

SH (Silogismo hipotético)
SD (Silogismo disyuntivo)

MP (Modus (ponendo) ponens)
MT (Modus (tollendo) tollens)

M. Munoz (U.P.C.T.)
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Introduccion a la Légica Tautologias y contradicciones

Dos formas proposicionales p y q se dicen equivalentes y se escribe p = g
si sus tablas de verdad coinciden.
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Introduccion a la Légica Tautologias y contradicciones

Dos formas proposicionales p y q se dicen equivalentes y se escribe p = g
si sus tablas de verdad coinciden.

Ejemplo:

p—>qg=-pVqg.

Pl9|pP—~>qg|PVQ
1)1 1 1
110 0 0
0|1 1 1
00 1 1
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Introduccion a la Légica Inferencia légica

Inferencia ldgica

La inferencia légica es el proceso que permite obtener una proposicién
cierta (conclusién) a través de otras proposiciones ciertas (premisas), de
tautologias y de las leyes de inferencia que veremos a continuacién:
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Inferencia ldgica

La inferencia légica es el proceso que permite obtener una proposicién
cierta (conclusién) a través de otras proposiciones ciertas (premisas), de
tautologias y de las leyes de inferencia que veremos a continuacién:

o Ley de la unién: Si en un cierto lugar de una inferencia se tiene la
premisa p y en otro la premisa q, se puede concluir p A g.
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Introduccion a la Légica Inferencia légica

Inferencia ldgica

La inferencia légica es el proceso que permite obtener una proposicién
cierta (conclusién) a través de otras proposiciones ciertas (premisas), de
tautologias y de las leyes de inferencia que veremos a continuacién:
o Ley de la unién: Si en un cierto lugar de una inferencia se tiene la
premisa p y en otro la premisa q, se puede concluir p A g.
o Ley de insercién de tautologias: En cualquier momento de una
inferencia se puede usar (escribir) una tautologia.
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Introduccion a la Légica  Inferencia légica

o Ley de uso de las tautologias: Si se tiene una tautologia que es una
implicacidn y se posee el antecedente (como cierto) se puede concluir
el consecuente (como cierto).
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Introduccion a la Légica  Inferencia légica

Definicion
Las reglas de inferencia son el proceso practico de llevar a cabo la
inferencia atendiendo a las leyes anteriores y las tautologias.
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Introduccion a la Légica  Inferencia légica

Definicion

Las reglas de inferencia son el proceso practico de llevar a cabo la
inferencia atendiendo a las leyes anteriores y las tautologias.

En Matemadticas, un implicacién de la forma A = B se llama teorema.

Las premisas que constituyen A son las hipétesis, la conclusién se llama
tesis. El razonamiento (matemdtico) basado en la inferencia I6gica para
llegar de la hipdtesis a la tesis se llama demostracion.
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Introduccion a la Légica  Inferencia légica

Si A = B constituye un teorema directo, se dice que B = A es su
reciproco.

M. Munoz (U.P.C.T.) Légica y Teoria de conjuntos Matemdticas T 16 / 62



Introduccion a la Légica  Inferencia légica

Si A = B constituye un teorema directo, se dice que B = A es su
reciproco. El teorema —-A = —B constituye el contrario de A= B
(equivalente a B = A).
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Introduccion a la Légica Métodos de demostracion

Métodos de demostracion

@ Método directo. Se llega a la conclusién a través de las premisas
mediante el uso de las reglas de inferencia.
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Introduccion a la Légica Métodos de demostracion

Métodos de demostracion

@ Método directo. Se llega a la conclusién a través de las premisas
mediante el uso de las reglas de inferencia.

@ Reduccién al absurdo. Este método se basa en que a partir de
premisas ciertas y reglas validas no se puede llegar a una
contradiccidn. Para ello, si la conclusién buscada es S, se introduce
como premisa auxiliar =S. El proceso matematico concluye en la
practica cuando al aplicar las reglas de inferencia se obtiene una
contradiccién cualquiera (por ejemplo A A —A), luego S es cierta.
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Introduccion a la Légica

Ejemplo:

P1:
pP2:
P3:

P4.:
P5:
P6:
P7:
P8:

M. Munoz (U.P.C.T.)

pvq—r
qV-s
—-r Se desea concluir —s

s (Premisa auxiliar)
s— q C-D(2)

q MP(4,5)

pV q A(6)

r MP(1,7)

Meétodos de demostracion

Légica y Teoria de conjuntos

Matemadticas I
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Introduccion a la Légica  Métodos de demostracion

@ Método de induccién. Para probar la validez del método necesitamos
usar la siguiente propiedad de los nimeros naturales N:
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Introduccion a la Légica  Métodos de demostracion

@ Método de induccién. Para probar la validez del método necesitamos
usar la siguiente propiedad de los nimeros naturales N:

“Todo subconjunto de N tiene un primer elemento”. El
método se usa para probar que una propiedad P(n) que se

enuncia para cada numero natural “n” es cierta para todo
neN.
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Introduccion a la Légica  Métodos de demostracion

El proceso matematico consta de dos pasos:

@ Probar que P(1) es cierta, y
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Introduccion a la Légica  Métodos de demostracion

El proceso matematico consta de dos pasos:
@ Probar que P(1) es cierta, y
@ probar que P(n) — P(n+1).
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P1:
p2:
P3:
P4.:
P5:
P6:

Introduccion a la Légica  Métodos de demostracion

P(1)
P(n)— P(n+1)

Existe algtin enunciado P(n) falso. (Premisa auxiliar)

Sea P(m) el primer enunciado falso.

P(m — 1) es cierto.
P(m) es cierto.

M. Munoz (U.P.C.T.)
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Introduccion a la Légica  Métodos de demostracion
Ejemplo

Probar por induccién sobre “n” la férmula:

(142+-4n2=134+2%+... 41
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Introduccion a la Légica  Métodos de demostracion
Ejemplo

Probar por induccién sobre “n” la férmula:

(142+-4n2=134+2%+... 41
Demostracién:
e n=1.
1P=1"=1
@ Supongamos que el resultado es cierto para n. Demostraremos que
entonces también es cierto para n+ 1.
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Introduccion a la Légica  Métodos de demostracion
Ejemplo

Probar por induccién sobre “n” la férmula:

(142+-4n2=134+2%+... 41
Demostracion:
e n=1.
1P=1"=1

@ Supongamos que el resultado es cierto para n. Demostraremos que

entonces también es cierto para n+ 1.

A+ +n+(n+1)2=0+ - +n?+(n+1)?
+2-(1+---4+n)-(n+1)
=1+ 4+ (n+1)

(n—i—21)-n‘(n
=B 4.+ +(+1)2+n-(n+1)?
=44+ (n+1)
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V cuantificador universal;

3 cuantificador existencial.
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Introduccion a la Légica Cuantificadores

Cuantificadores

V cuantificador universal;

3 cuantificador existencial.
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Introduccion a la Légica Cuantificadores

Ejercicios:
=(Vxp(x)) < Ix—p(x)

—(3xp(x)) < Vx-p(x)
(Vxp(x)) A (Vxq(x)) < Vxp(x) A q(x)

Sin embargo:

(Vxp(x)) V (Vxq(x)) = Vx(p(x) V q(x))

M. Munoz (U.P.C.T.) Légica y Teoria de conjuntos Matemdticas T
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Introduccion a la Légica Cuantificadores

Contraejemplo:
p(x)=x<0
g(x)=x>0

Vp(x) V g(x) Verdadero (Vxp(x)) V (Vxq(x)) Falso.
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Conjuntos  Primeras definiciones

Definicion
Un conjunto es la reunion en un todo de determinados objetos bien
definidos y diferenciables los unos de los otros.
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Conjuntos  Primeras definiciones

Definicion
Un conjunto es la reunion en un todo de determinados objetos bien
definidos y diferenciables los unos de los otros.

Habitualmente los conjuntos se simbolizan mediante letras maydsculas, y
sus elementos mediante mindsculas. Si a es un elemento del conjunto A,
diremos que a pertenece a A y escribiremos a € A.

M. Munoz (U.P.C.T.) Légica y Teoria de conjuntos Matemdticas T 26 / 62



Conjuntos  Primeras definiciones

Un conjunto queda completamente determinado si se conocen todos sus
elementos. Para especificar un conjunto utilizaremos alguna de las
opciones que siguen:

e Enumerando sus elementos. Ejemplo: A= {a, b,3,8,7}.
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Conjuntos  Primeras definiciones

Un conjunto queda completamente determinado si se conocen todos sus
elementos. Para especificar un conjunto utilizaremos alguna de las
opciones que siguen:

e Enumerando sus elementos. Ejemplo: A= {a, b,3,8,7}.

e Dando la propiedad (o propiedades) que caracteriza(n) a los
elementos del conjunto. Por ejemplo: B = {x € R: x € [0, 1]}.
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Conjuntos  Primeras definiciones

Se llama cardinal de un conjunto A al niimero de elementos de dicho
conjunto y su denota |A|. El conjunto vacio, es decir, de cardinal cero se
denota por 0.
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Conjuntos  Primeras definiciones

Se llama cardinal de un conjunto A al niimero de elementos de dicho
conjunto y su denota |A|. El conjunto vacio, es decir, de cardinal cero se
denota por 0.

Definicion
Diremos que un conjunto B es subconjunto o parte de un conjunto A o

que B esta contenido en A si, todos los elementos de B son a su vez
elementos de A. Es decir,

BCA& (xeB=xeA).
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Conjuntos  Primeras definiciones

Definicion
Diremos que dos conjuntos A y B son iguales (A= B)siAC By B CA,
es decir si ambos poseen los mismos elementos.

Claramente, () C A para todo conjunto A. AdemdssiAC By BC C
entonces A C C.
Ejemplo:

NCZCQCRCC.
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Conjuntos  Primeras definiciones

Definicion
Si A C X definimos el complementario de A en X y se denota por
S ={xeX: x¢gA}L

M. Munoz (U.P.C.T.) Légica y Teoria de conjuntos Matemdticas T 30 / 62



Conjuntos  Primeras definiciones

Definicion
Si A C X definimos el complementario de A en X y se denota por
A ={xe X: x¢&A}

Definicion
Sea A un conjunto se define el conjunto de las partes de A como el
conjunto formado por todos los subconjuntos de A y se denota P(A). Asi:

P(A) = {B: BC A}.

Ejemplo: (Conjunto de las partes de A = {1, a,{a}}).

P(A) = {1}, {a}, {{a}}, {1, a}, {1, {a}}, {a, {a}}, {1, 2, {a}}, 0}.

Si A es un conjunto de n elementos, entonces |P(A)| = 2".
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Sean Ay B conjuntos. Se define:
@ A unién B y se denota AU B al conjunto:
AUB={x: xe AVxe B}.
@ A interseccién B y se denota AN B al conjunto:

ANB = {x

x € ANx € B}.
disjuntos.

Cuando la interseccién es el conjunto vacio se dice que Ay B son

«O>» «F>r «=» «E)» Q>



Conjuntos Operaciones con conjuntos

Operaciones con conjuntos

Sean Ay B conjuntos. Se define:

@ A unién By se denota AU B al conjunto:
AUB={x: xe AV xe B}

@ A interseccién B y se denota AN B al conjunto:
ANB={x: xeAAx e B}.

Cuando la interseccién es el conjunto vacio se dice que Ay B son
disjuntos.
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Conjuntos Operaciones con conjuntos

e A\B={x: x€ AANx ¢ B}.
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Conjuntos Operaciones con conjuntos

Propiedades:
@ ldempotencia: VA C X,

ANA=A  AUA=A
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Conjuntos Operaciones con conjuntos

Propiedades:
@ ldempotencia: VA C X,

ANA=A  AUA=A

o Conmutativa: VA, B C X,

AnNB=BNA, AuB=BUA
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Conjuntos Operaciones con conjuntos

Propiedades:
@ ldempotencia: VA C X,

ANA=A  AUA=A

o Conmutativa: VA, B C X,

AnNB=BNA, AuB=BUA

@ Asociativa: VA, B, C C X,

AN(BNC)=(ANB)NC, AU(BUC)=(AUB)UC:
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Conjuntos Operaciones con conjuntos

e Distributiva: VA, B, C C X,
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Conjuntos Operaciones con conjuntos

e Distributiva: VA, B, C C X,

AN(BUC) = (ANB)U(ANC),  AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

M. Munoz (U.P.C.T.) Légica y Teoria de conjuntos Matemdticas T 34 / 62



Conjuntos Operaciones con conjuntos

o Distributiva: VA, B, C C X,

AN(BUC) = (ANB)U(ANC),  AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

o Leyes de Morgan: VA, B C X,

(AN B)% = AL U By (AU B)% = A% N Bx.
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Conjuntos Operaciones con conjuntos

Si {A;}ics es una familia de subconjuntos de X, denotamos:

NictAj = {X eX:xeAVie /}
UietAi = {x € X : x € A; para algin i € [}.
Definicion

Dados A, B C X conjuntos se define el producto cartesiano de A y B y se
denota por A x B a:

Ax B={(a,b): ac ANDb € B}.
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Conjuntos Operaciones con conjuntos

De igual manera, dados n conjuntos Aj, Ap, ..., A,, se define el producto
cartesiano de los conjuntos anteriores como el conjunto

Al X Ay x - x Ay ={(a1,a2,...,an): i € A;, i =1,2,...,n}.
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Aplicaciones

Aplicaciones

Definicion
Una aplicacion es una terna f = (A, B, G), donde A y B son conjuntos y

G C Ax B tal queVa e A 3J'b € B tal que (a,b) € G. Escribiremos

f: A— B ydiremos que A es el conjunto inicial y que B es el conjunto
final.

M. Munoz (U.P.C.T.) Légica y Teoria de conjuntos Matemdticas T 37 / 62



Aplicaciones

Aplicaciones

Definicion

Una aplicacion es una terna f = (A, B, G), donde A y B son conjuntos y
G C Ax B tal queVa e A 3J'b € B tal que (a,b) € G. Escribiremos

f: A— B ydiremos que A es el conjunto inicial y que B es el conjunto
final.

Si (a, b) € F diremos que b es imagen de a por f y escribiremos f(a) = b.
También diremos que a es antiimagen de b.
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Aplicaciones

Aplicaciones

Definicion

Una aplicacion es una terna f = (A, B, G), donde A y B son conjuntos y
G C Ax B tal queVa e A 3J'b € B tal que (a,b) € G. Escribiremos

f: A— B ydiremos que A es el conjunto inicial y que B es el conjunto
final.

Si (a, b) € F diremos que b es imagen de a por f y escribiremos f(a) = b.
También diremos que a es antiimagen de b.

El subconjunto de B formado por todas las imagenes de todos los
elementos de A se denomina imagen de f y se denota por Im(f), esto es,

Im(f) ={f(a): a € A}
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Sean A={1,2,3} y B={a, b, c}.

e Si G ={(1,a),(2,b)}, entonces f = (A, B, G) no es una aplicacién
dado que 3 no tiene imagen.

e Si G =1{(1,a),(1,b),(2,c),(3,c)} entonces f = (A, B, G) no es una
aplicaciéon dado que 1 tiene mas de una imagen.

e Si G =1{(1,a),(2,a),(3,c)} entonces f = (A, B, G) si es una

aplicacion en la que a tiene dos antiimdgenes y b no tiene ninguna.
e Si f =(R,R,G), donde G = {(x,/x) : x € R} no es una aplicacién.

«O» <Fr «=r» «=>» = Al



Aplicaciones

Ejemplos

Sean A=1{1,2,3} y B={a, b, c}.

e Si G =1{(1,a),(2,b)}, entonces f = (A, B, G) no es una aplicacién
dado que 3 no tiene imagen.
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Aplicaciones

Ejemplos

Sean A=1{1,2,3} y B={a, b, c}.

e Si G =1{(1,a),(2,b)}, entonces f = (A, B, G) no es una aplicacién
dado que 3 no tiene imagen.

e Si G =1{(1,a),(1,b),(2,c),(3,c)} entonces f = (A, B, G) no es una
aplicacién dado que 1 tiene mas de una imagen.
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Aplicaciones

Ejemplos

Sean A={1,2,3} y B={a,b,c}.
e Si G =1{(1,a),(2,b)}, entonces f = (A, B, G) no es una aplicacién
dado que 3 no tiene imagen.
e Si G =1{(1,a),(1,b),(2,c),(3,c)} entonces f = (A, B, G) no es una
aplicacién dado que 1 tiene mas de una imagen.
e Si G=1{(1,a),(2,a),(3,c)} entonces f = (A, B, G) si es una
aplicacidn en la que a tiene dos antiimagenes y b no tiene ninguna.
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Aplicaciones

Ejemplos

Sean A={1,2,3} y B={a,b,c}.

e Si G =1{(1,a),(2,b)}, entonces f = (A, B, G) no es una aplicacién
dado que 3 no tiene imagen.

e Si G =1{(1,a),(1,b),(2,c),(3,c)} entonces f = (A, B, G) no es una
aplicacién dado que 1 tiene mas de una imagen.

e Si G=1{(1,a),(2,a),(3,c)} entonces f = (A, B, G) si es una
aplicacidn en la que a tiene dos antiimagenes y b no tiene ninguna.

o Si f =(R,R,G), donde G = {(x,/x) : x € R} no es una aplicacién.
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Aplicaciones

@ Dado un conjunto A, llamaremos identidad de A a la aplicacién

fAiA—>A

a~a
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Aplicaciones

@ Dado un conjunto A, llamaremos identidad de A a la aplicacién

fAiA—>A

a~a

@ Dado un subconjunto B C A, llamamos inclusion de B en A a la
aplicacién:

i:B— A
b~ b
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Aplicaciones

@ Sean Ay B conjuntos y A x B el producto cartesiano de ambos. A las
aplicaciones

pa:AxB— A
(a,b) ~ a

ps  Ax B— B
(a,b) ~ b

las denominaremos proyecciones asociadas al producto cartesiano
A x B.
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Aplicaciones Tipos de aplicaciones

Tipos de aplicaciones

Sean Ay B dos conjuntos 'y f : A — B una aplicacién.

o f se dice inyectiva si elementos distintos de A tienen imagenes
distintas por f, es decir, si verifica que

Va,a € A, a#ad = f(a)#f(d)

0 equivalentemente,
Va,a € A, f(a)=Ff(d) e a=4.

o f se dice sobreyectiva, exhaustiva o suprayectiva, si todo elemento de
B es imagen de algln elemento de A, es decir, si

Vb e B,3a € A tal que f(a) = b,

o lo que es lo mismo Im(f) = B.
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Aplicaciones Tipos de aplicaciones

e f se dice biyectiva si es inyectiva y suprayectiva. En este caso todo
elemento tiene una Unica antiimagen y por tanto la correspondencia
f~1 de B en A que asocia a cada elemento de B su origen por f, es
una aplicacién a la que llamaremos inversa de f, y f se llama
invertible.
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Aplicaciones Tipos de aplicaciones

e f se dice biyectiva si es inyectiva y suprayectiva. En este caso todo
elemento tiene una Unica antiimagen y por tanto la correspondencia
f~1 de B en A que asocia a cada elemento de B su origen por f, es
una aplicacién a la que llamaremos inversa de f, y f se llama
invertible.

Ejemplos:

o fi : R — R tal que fi(x) = 2x + 1 es una aplicacién biyectiva.

2

o f, : R — R tal que f2(x) = x no es ni inyectiva ni suprayectiva.
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Aplicaciones Tipos de aplicaciones

Definicion
Sean f : A — B una aplicacién y Ay C A. Entonces fis, : Ay — B tal que

fia,(a1) = f(a1) Va1 € A1 es una aplicacién que se denomina aplicacicn
restringida a A;.
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Apli iones C icion de Ui iones

Composicion de aplicaciones

Sean f: A— By g: C — D dos aplicaciones de manera que B C C
(habitualmente B=C). Llamaremos aplicacién compuestade f y g, gof a
la aplicacién g o f : A — D definida como (g o f)(a) = g(f(a)) para
cualquier a € A.
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Aplicaciones Composicion de aplicaciones

Ejemplos: f : R = R, f(x) = x>y g : R — R g(x) = x + 2. Entonces:
fog:R—=R, (fog)(x)=x%+4x+4.
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Aplicaciones Composicion de aplicaciones

Ejemplos: f : R = R, f(x) = x>y g : R — R g(x) = x + 2. Entonces:
fog:R—=R, (fog)(x)=x%+4x+4.
gog:R=R, (gof)(x)=x+2
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Aplicaciones Composicion de aplicaciones

Proposicion
Seanf:A— B, g:B — C, h: C — D aplicaciones:
© Sif es biyectiva entonces fof L =ig yflof =ij.
Q (hog)of=ho(gof).
@ Sif y g son inyectivas entonces g o f es inyectiva.
@ Sif y g son suprayectivas entonces g o f es suprayectiva.
@ Sif y g son biyectivas entonces g o f es biyectiva.
@ Sif y g son biyectivas entonces (go f)™1 = f1og™l

En general, la composicién de aplicaciones no es conmutativa.
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Relaciones binarias

Relaciones binarias

Definicion
Si A es un conjunto, una relacion binaria en A es un subconjunto R de
A x A. Si(a,b) € R escribiremos aRb.
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Relaciones binarias

Relaciones binarias

Definicion
Si A es un conjunto, una relacion binaria en A es un subconjunto R de
A x A. Si(a,b) € R escribiremos aRb.

Definicion
Dado A un conjunto, una relacion binaria < en A se dice que es una
relacion binaria de orden si verifica:

@ a<aVac A (Propiedad Reflexiva).
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Relaciones binarias

Relaciones binarias

Definicion
Si A es un conjunto, una relacion binaria en A es un subconjunto R de
A x A. Si(a,b) € R escribiremos aRb.

Definicion
Dado A un conjunto, una relacion binaria < en A se dice que es una
relacion binaria de orden si verifica:

@ a<aVac A (Propiedad Reflexiva).

@ Sia,be Atalquea < bAb<a= a=b. (Propiedad Antisimétrica).
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Relaciones binarias

Relaciones binarias

Definicion
Si A es un conjunto, una relacion binaria en A es un subconjunto R de
A x A. Si(a,b) € R escribiremos aRb.

Definicion
Dado A un conjunto, una relacion binaria < en A se dice que es una
relacion binaria de orden si verifica:
@ a<aVac A (Propiedad Reflexiva).
@ Sia,be Atalquea < bAb<a= a=b. (Propiedad Antisimétrica).
@ Sia,b,ce Atalquea< bAb<c= a<c. (Propiedad transitiva).
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Relaciones binarias

Definicion
Un conjunto ordenado es un par (A, <) donde A es un conjunto y < es
una relacion binaria de orden definida en A.
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Relaciones binarias

Ejemplos:
0 (N,<), (R,<).
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Relaciones binarias

Ejemplos:
9 (N, <), (R,<).
@ Si X es un conjunto (P(X),C) es un conjunto ordenado.
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Relaciones binarias

Ejemplos:
9 (N, <), (R,<).
@ Si X es un conjunto (P(X),C) es un conjunto ordenado.

@ (N*,]) es un conjunto ordenado donde si n,m € N, n|m si y sélo si n
es divisor de m.
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Relaciones binarias

Definicion
Sea A un conjunto ordenado, BC Ay b € B.
@ Diremos que b es un elemento maximal de B si no existe b’ € B con
b<b yb#£b.
@ Diremos que b es un elemento minimal de B si no existe b’ € B con
B<byb#Wb.
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Relaciones binarias

Definicion
Sea (A <) un conjunto ordenado, BC Ay a € A.

@ Diremos que a es cota superior de B si b < a para cada b € B.

@ Diremos que a es cota inferior de B si a < b para cada b € B.
@ Diremos que a es el supremo de B si:

@ a es cota superior de B.

@ Si 4’ es otra cota superior de B entonces a < a’.
@ Diremos que a es el infimo de B si:

@ a es cota inferior de B.
@ Sia es otra cota inferior de B entonces a’ < a.
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Relaciones binarias

Ejemplos: Sea A= {1,2,3,4,5,6,8}. Consideremos en A la relacién | ser
divisor. Entonces (A, |) es un conjunto ordenado.
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Relaciones binarias

Ejemplos: Sea A= {1,2,3,4,5,6,8}. Consideremos en A la relacién | ser
divisor. Entonces (A, |) es un conjunto ordenado. 1 es el tnico elemento
minimal y 5, 6 y 8 son los elementos maximales de A.
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Relaciones binarias

Ejemplos: Sea A= {1,2,3,4,5,6,8}. Consideremos en A la relacién | ser
divisor. Entonces (A, |) es un conjunto ordenado. 1 es el tnico elemento
minimal y 5, 6 y 8 son los elementos maximales de A.

Si B ={2,4}, 4y 8 son las cotas superiores y 1 y 2 son las cotas inferiores
de B.
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Relaciones binarias

Ejemplos: Sea A= {1,2,3,4,5,6,8}. Consideremos en A la relacién | ser
divisor. Entonces (A, |) es un conjunto ordenado. 1 es el tnico elemento
minimal y 5, 6 y 8 son los elementos maximales de A.

Si B ={2,4}, 4y 8 son las cotas superiores y 1 y 2 son las cotas inferiores
de B.

Si C = {2,5}, este subconjunto no tiene cotas superiores y por tanto no
tiene supremo. Sin embargo, 1 es una cota inferior de B (la tnica).
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Relaciones binarias

Definicion
Un conjunto ordenado (A, <) se dice que es un reticulo siVa,b € A
Jdinf{a, b} A Isup{a, b}.
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Relaciones binarias

Definicion
Un conjunto ordenado (A, <) se dice que es un reticulo siVa,b € A
Jdinf{a, b} A Isup{a, b}.

Ejemplo: Si X es un conjunto (P(X),C) es un reticulo. Claramente si
A B € P(X), sup{A, B = AU B e inf{A, B} = AN B.
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Relaciones binarias Relaciones de

Relaciones de equivalencia

Dado un conjunto A, llamaremos relacion de equivalencia a una relacién
binaria en A que verifica las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva. A
las relaciones de equivalencia las representamos mediante el simbolo ~, de
modo que si dos elementos a y b estdn relacionados a ~ b, y en caso

contrario, a 7 b.
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Relaciones binarias Relaciones de

Relaciones de equivalencia

Dado un conjunto A, llamaremos relacion de equivalencia a una relacién
binaria en A que verifica las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva. A
las relaciones de equivalencia las representamos mediante el simbolo ~, de
modo que si dos elementos a y b estdn relacionados a ~ b, y en caso
contrario, a % b. Ejemplos:
@ En el conjunto formado por todas las rectas del plano, la relacién ser
paralelas es de equivalencia.
@ En el conjunto Z de los niimeros enteros, fijado un entero p > 1, la
relacion definida por

m~n&sdteZ -m—n=t-p, mneZ

es de equivalencia y la denominaremos congruencia médulo p.
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Estructuras algebraicas

Definicion

Sea A un conjunto no vacio. Una ley de composicién interna en A es una
aplicacion x : Ax A— A. Si (a,b) € Ax A, la imagen de (a, b) por * se
denota a x b.
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Estructuras algebraicas

Definicion
Sea A un conjunto no vacio. Una ley de composicién interna en A es una

aplicacion x : Ax A— A. Si (a,b) € Ax A, la imagen de (a, b) por * se
denota ax b.

Ejemplos:

o .: N x N — N tal que la imagen de (a,b) € N x N es el producto
a-benN.
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Estructuras algebraicas

Definicion
Sea A un conjunto no vacio. Una ley de composicién interna en A es una

aplicacion x : Ax A— A. Si (a,b) € Ax A, la imagen de (a, b) por * se
denota ax b.

Ejemplos:

o .: N x N — N tal que la imagen de (a,b) € N x N es el producto
a-benN.

@ Lasuma 4+ : R xR — R es una ley de composicién interna en R.
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Estructuras algebraicas

Definicion
Sea A un conjunto no vacio. Una ley de composicién interna en A es una

aplicacion x : Ax A— A. Si (a,b) € Ax A, la imagen de (a, b) por * se
denota ax b.

Ejemplos:

o .: N x N — N tal que la imagen de (a,b) € N x N es el producto
a-benN.

@ Lasuma 4+ : R xR — R es una ley de composicién interna en R.

@ La resta de nlimeros naturales no es una ley de composicién interna
en N.
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Estructuras algebraicas

Definicion
Sea x una ley de composicion interna en A.

@ Diremos que * satisface la propiedad conmutativa siax b= b x a
Va,b € A.
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Estructuras algebraicas

Definicion
Sea x una ley de composicion interna en A.

@ Diremos que * satisface la propiedad conmutativa siax b= b x a
Va,b € A.

@ Diremos que * satisface la propiedad asociativa si
(axb)xc=ax(bxc)Va,b,c€A.
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Estructuras algebraicas

Definicion
Sea x una ley de composicion interna en A.
@ Diremos que * satisface la propiedad conmutativa siax b= b x a
Va,b € A.
@ Diremos que * satisface la propiedad asociativa si
(axb)xc=ax(bxc)Va,b,c€A.
@ Dado e € A, diremos que e es elemento neutro de x siexa=axe
Va € A
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Estructuras algebraicas

Definicion
Sea x una ley de composicion interna en A.
@ Diremos que * satisface la propiedad conmutativa siax b= b x a
Va,b € A.
@ Diremos que * satisface la propiedad asociativa si
(axb)xc=ax(bxc)Va,b,c€A.
@ Dado e € A, diremos que e es elemento neutro de x siexa=axe
Va € A
@ Si x tiene elemento neutro e, dado a € A diremos que b € A es el
elemento simétrico de a siax b= bxa = e.
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Estructuras algebraicas

Definicion
Un grupo es un par (G, *) donde G es un conjunto no vacio y * es una ley
de composicién interna en G que verifica:

@ x es asociativa.

Diremos que un grupo (G, x) es abeliano si * es conmutativa.
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Estructuras algebraicas

Definicion
Un grupo es un par (G, *) donde G es un conjunto no vacio y * es una ley
de composicién interna en G que verifica:

© x es asociativa.

@ de € G elemento neutro de *.

Diremos que un grupo (G, x) es abeliano si * es conmutativa.

M. Munoz (U.P.C.T.) Légica y Teoria de conjuntos Matemdticas T 57/ 62



Estructuras algebraicas

Definicion
Un grupo es un par (G, *) donde G es un conjunto no vacio y * es una ley
de composicién interna en G que verifica:

© x es asociativa.

@ de € G elemento neutro de .

@ Vg € G existe elemento simétrico de g.

Diremos que un grupo (G, x) es abeliano si * es conmutativa.
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Estructuras algebraicas

Proposicion
Sea G un grupo. Entonces:
@ El elemento neutro es tnico.

@ Sig € G, g tiene un dnico elemento simétrico.
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Estructuras algebraicas

Definicion
Un cuerpo es una terna (K, +,-) donde K es un conjunto no vacio y +, -
son leyes de composicion internas en K tales que:

@ (K,+) es un grupo abeliano. Denotaremos por 0 el elemento neutro
de K y si a € K denotaremos por —a al elemento simétrico de a.

@ O - es asociativa.
@ - es conmutativa.
@ Existel € K\ {0} talquel-a=aVae K\ {0}.
0 Vac K\ {0} existea™> € K\ {0} talquea*xa=1.Aa"'le
llamaremos el inverso de a.
@ a-(b+c)=a-b+a-cVab,ceK.
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Estructuras algebraicas

Ejemplos:
@ (R,+,") es un cuerpo.
@ (C,+,") es un cuerpo.
@ (Z,+,-) no es un cuerpo.
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Estructuras algebraicas

Definicion
Sean A y B conjuntos. Una ley de composicion externa de A sobre B es
una aplicacion v : Ax B — B.
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Estructuras algebraicas

Definicion
Sean A y B conjuntos. Una ley de composicion externa de A sobre B es
una aplicacion v : Ax B — B.

Ejemplo: Consideramos v : R x R?2 — R? tal que v(X, (x,y)) = (Ax, Ay).
Entonces v es una ley de composicién externa de R sobre R?.
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Estructuras algebraicas

Definicion

Si (K, +,-) es un cuerpo, se define:
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Estructuras algebraicas

Definicion

Si(K,+,-) es un cuerpo, se define:

Kix]={ao+a1-x+...+a,-x":a,€ K, 1<i<n, neN}

Sip(x) =ap+aix+ ...+ an-x" con a, # 0 diremos que el grado de p(x)
es n. Cuando p(x) = a € K diremos que el grado de p(x) es 0. A a;
cuando i = 0,1,...,n se les llama coeficientes de p(x).
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Estructuras algebraicas

Definicion

Si(K,+,-) es un cuerpo, se define:

Kix]={ao+a1-x+...+a,-x":a,€ K, 1<i<n, neN}

Sip(x) =ap+aix+ ...+ an-x" con a, # 0 diremos que el grado de p(x)
es n. Cuando p(x) = a € K diremos que el grado de p(x) es 0. A a;
cuando i = 0,1,...,n se les llama coeficientes de p(x).

Teorema (Teorema Fundamental del Algebra)

Si p(x) € C[x] y el grado de p(x) es mayor que O entonces existen
a,z1,20,...,zp € C tales que p(x) = a- (x —z1) - (x —22) - ... - (x — zp).
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