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Indicaciones

• Deben responderse todas las preguntas de la parte de teoŕıa y cuestiones. De los cuatro
problemas propuestos deben elegirse tres.

• La duración del examen es de 3.5 horas.

• Las fechas de publicación de las notas y de revisión se anunciarán en el tablón de anuncios
del Departamento de Matemática Aplicada y Estad́ıstica en la planta baja del Antiguo
Hospital de Marina.

Teoŕıa y cuestiones

1. (1 Pto.) La descripción de las ondas superficiales en un canal de aguas someras lleva a
plantear la ecuación de Korteweg-de Vries

ut(t, x) + αuxxx(t, x) + β u(t, x)ux(t, x) = 0, t > 0, x ∈ IR (♥)

con α, β ≥ 0 constantes, junto con las condiciones de contorno

lim
x→±∞

u(t, x) = lim
x→±∞

ux(t, x) = 0, t > 0 (♠)

Comprueba que, para cada solución de (♥)-(♠), el funcional de enerǵıa

E(t) =

∫

+∞

−∞

u2(t, x) dx

se mantiene constante a lo largo del tiempo.

2. Indica, justificando adecuadamente la respuesta, si las siguientes afirmaciones son ver-
daderas o falsas:

(a) (0.5 Ptos.) Se verifica la desigualdad

1

2

(
∫ π

−π

sen(y2) dy

)2

+

∞
∑

n=1

(
∫ π

−π

cos(ny) sen(y2) dy

)2

≥ 2π2 + 1

(b) (0.5 Ptos.) Se verifica la igualdad

1

2

∫ π

−π

sen(y2) dy +
∞

∑

n=1

(−1)n
∫ π

−π

cos(ny) sen(y2) dy = π sen(π2)

(c) (0.5 Ptos.) Para cada α ∈ IR, se tiene que

lim
n→∞

∫ π

−π

cos(ny) sen(y2 + α) dy = sen(α)

Problemas

1. Dado el problema de valor inicial para la ecuación de Burgers:

ut(t, x) + u(t, x)ux(t, x) = 0, t > 0, x ∈ IR

u(0, x) = f(x), x ∈ IR

}

con f : IR −→ IR una función arbitraria de clase C1:

(a) (1.5 Ptos.) Utiliza el método de las caracteŕısticas para comprobar que la solución
verifica la ecuación impĺıcita

u(t, x) = f(x − tu(t, x))

(b) (0.5 Ptos.) Utiliza el Teorema de la función impĺıcita para demostrar que si para
todo x ∈ IR, f ′(x) > 0, entonces las soluciones del problema anterior están definidas
en todo el dominio temporal ]0,+∞[ para cada x ∈ IR.

(c) (0.5 Ptos) ¿Qué ocurre si f(x) = x2? ¿Está la solución definida en ]0,+∞[ × IR?

2. (2.5 Ptos.) Consideremos el siguiente problema con condiciones de contorno de tipo
Dirichlet no homogéneas para la ecuación del telégrafo:

ytt(t, x) = yxx(t, x) − βyt(t, x), t > 0, 0 < x < π

y(0, x) = yt(0, x) = 0, 0 < x < π

y(t, 0) = 0, y(t, π) = α sen(t), t > 0















(♦)

con α > 0, 0 < β < 2 constantes. Utiliza el método de separación de variables para
resolver (♦).

Sugerencia: Mediante el procedimiento estándar es posible obtener un problema equivalente

con condiciones de contorno Dirichlet homogéneas.

Sigue detrás ⇒



3. (2.5 Ptos.) Utiliza la transformada de Laplace para obtener la solución acotada de la
siguiente ecuación de ondas en una semirrecta:

ytt(t, x) = c2yxx(t, x) + δ(t − 2) cos(πx), t, x > 0

y(t, 0) = sen(1 + t), t > 0

y(0, x) = yt(0, x) = 0, x > 0















siendo δ la función impulso de Dirac.

4. (2.5 Ptos.) Resuelve la siguiente ecuación de Poisson en un dominio circular cuyos
extremos permanecen fijos:

uxx(x, y) + uyy(x, y) = 1 −
√

x2 + y2, (x, y) ∈ D

u(x, y) = 0, (x, y) ∈ ∂D







(♣)

con D =
{

(x, y) ∈ IR2 : x2 + y2 < 3
}

.

(Ayuda: Reescribir el problema usando coordenadas polares y separar las variables, teniendo

en cuenta que la función asociada al radio debe estar definida en cero y la función asociada al

ángulo y su derivada son 2π-periódicas).


