
Ingeniero IndustrialCurso 2005/06Transformadas Integrales yE
ua
iones en Derivadas Par
iales18 de septiembre de 2006
Indi
a
iones� Deben responderse todas las preguntas de la parte de teor��a y 
uestiones.� De los 
uatro problemas propuestos deben elegirse tres.� La dura
i�on del examen es de 3.5 horas.� Tal 
omo se indi
a en la 
onvo
atoria, las notas se publi
ar�an el jueves 21 de septiembreen el tabl�on de anun
ios del Departamento de Matem�ati
a Apli
ada y Estad��sti
a en laplanta baja del Antiguo Hospital de Marina. El horario de revisi�on ser�a:X Jueves 21, de 16:00 a 18:00X Viernes 22, de 9:30 a 11:30Teor��a y 
uestiones1. Dada la e
ua
i�on de Burger 
on 
ondi
iones de 
ontorno de tipo Diri
hlet homog�eneasut(t; x) + u(t; x)ux(t; x) = 0; t > 0; 0 < x < `u(t; 0) = u(t; `) = 0; t > 0 ) (~)(a) (0.5 Ptos.) Comprueba que la energ��aE(t) = 12 Z `0 u2(t; x) dxaso
iada a la solu
i�on de (~) es 
onstante a lo largo del tiempo.(b) (0.5 Ptos.) >Qu�e o
urre 
on la energ��a en el 
aso de la e
ua
i�on de Burger 
onvis
osidadut(t; x) + u(t; x)ux(t; x)� "2uxx(t; x) = 0; t > 0; 0 < x < `u(t; 0) = u(t; `) = 0; t > 0 )? (~~)(
) (0.5 Ptos.) Utiliza los resultados de los apartados anteriores para demostrar quepara la 
ondi
i�on ini
ial u(0; x) = 0; 0 < x < `la �uni
a solu
i�on tanto de (~) 
omo de (~~) es la id�enti
amente nula u � 0.

2. (1 Pto.) Si u(t; x) es solu
i�on de la e
ua
i�on no linealut(t; x) = 
2uxx(t; x) + �u(t; x)u2x(t; x); t > 0; 0 < x < ` (ENL)
; � 
onstantes, 
omprueba que la fun
i�on !(t; x) = �(u(t; x)) es solu
i�on de la e
ua
i�onlineal del 
alor !t(t; x) = 
2!xx(t; x); t > 0; 0 < x < ` (EL)para la transforma
i�on de Hopf-Cole � : IR �! IR de�nida por la expresi�on�(u) = Z u0 e�s2=2
2 ds

Problemas1. Dada la e
ua
i�on de tipo Bu
kley-Leverett generalizadaut(t; x) + �(t; u(t; x))ux(t; x) = f(t); t > 0; x 2 IRu(0; x) = '(x); x 2 IR 9=;
on � : IR2 �! IR, f : IR �! IR fun
iones 
ontinuas y ' : IR �! IR inye
tiva:(a) (0.5 Ptos.) Comprueba que el problema anterior puede resolverse usando el m�etodode las 
ara
ter��sti
as.(b) (1.5 Ptos.) Demuestra que la solu
i�on veri�
a la e
ua
i�on impl��
ita:x = '�1(u(t; x)� F (t)) + Z t0 �(r; u(t; x) � F (t) + F (r)) drsiendo F (s) = Z s0 f(r) dr(
) (0.5 Ptos.) En
uentra la solu
i�on en el 
aso parti
ular �(t; u) = �(t)u, � 
ontinua,'(x) = x y f(t) = 
os(t).2. (2.5 Ptos.) Las os
ila
iones transversales de una 
uerda de longitud unidad ini
ialmenteen reposo, de forma que uno de sus extremos est�a �jo y sobre el otro se ejer
e un movimientoos
ilatorio se des
riben matem�ati
amente mediante las e
ua
ionesytt(t; x) = 
2yxx(t; x); t > 0; 0 < x < 1y(t; 0) = 0; y(t; 1) = � sen(t); t > 0y(0; x) = yt(0; x) = 0; 0 < x < 1 9>>=>>; (�)donde y(t; x) indi
a la altura en el instante t del punto x (
; � > 0 
onstantes). En
uentrala solu
i�on de este problema usando el m�etodo de separa
i�on de variables.Sigue detr�as )



3. (2.5 Ptos.) Consideremos un problema de transmisi�on de 
alor por 
ondu

i�on en unasemirre
ta aislada en el extremo, de forma que la temperatura ini
ial es 
onstante y duranteun periodo de tiempo a
t�ua una fuente de 
alor:ut(t; x) = 
2uxx(t; x) + X[0;T ℄(t) sen(x); t > 0; x > 0u(0; x) = u0; x > 0ux(t; 0) = 0; t > 0 9>>=>>; (|)siendo u0 2 IR y T > 0 
onstantes yX[0;T ℄(t) = ( 1; 0 � t � T0; t > Tla fun
i�on 
ara
ter��sti
a del intervalo [0; T ℄. Utiliza la transformada de Lapla
e paraen
ontrar la solu
i�on a
otada de (|).Ayuda: Re
ordar que la transformada inversa de Lapla
e del produ
to de dos fun
iones es la
onvolu
i�on de las transformadas inversas, es de
ir, L�1(FG) = L�1(F ) � L�1(G). Tener en
uenta adem�as la f�ormula L�1 �e�apz� (t) = a e�a2=4t2p�t3a > 0 
onstante.4. (2.5 Ptos.) Resuelve la siguiente e
ua
i�on de Poisson en un dominio re
tangular 
uyosextremos permane
en �jos:uxx(x; y) + uyy(x; y) = x 
os(!x); 0 < x < 1; 0 < y < 1u(0; y) = u(1; y) = 0; 0 < y < 1u(x; 0) = u(x; 1) = 0; 0 < x < 1 9>>=>>;
on ! > 0 
onstante.


