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Indiaiones� Deben responderse todas las preguntas de la parte de teor��a y uestiones.� De los uatro problemas propuestos deben elegirse tres.� La durai�on del examen es de 3.5 horas.� Las fehas de publiai�on de las notas y de revisi�on se anuniar�an en los tablones delDepartamento el d��a siguiente al de la realizai�on del examen.Teor��a y uestiones1. India, justi�ando la respuesta, si las siguientes a�rmaiones son verdaderas o falsas:(a) (0.5 Ptos.) Existe una funi�on impar f 2 L2(��; �) de forma que su serie de Fouriertrigonom�etria es de la formaf � 1Xn=1(�1)n os(1=n) sen(nx)(b) (0.5 Ptos.) Si las funiones f�ng forman una base ortonormal de L2(0; 1), se veri�ala igualdad limn!1Z 10 �n(x) os(x+ 1) dx = 02. La desripi�on de las ondas super�iales en un anal de aguas someras lleva a plantear laeuai�on de Korteweg-de Vriesut(t; x) + �uxxx(t; x) +  u(t; x)ux(t; x) = 0; t > 0; x 2 IR (~)on �;  � 0 onstantes.(a) (0.75 Ptos.) Si u(t; x) es una solui�on de (~) veri�ando adem�as que en adainstante t � 0 limx!�1u(t; x) = limx!�1ux(t; x) = 0;omprueba que el funional M(t) = Z +1�1 u2(t; x) dxes onstante. Ayuda: Basta demostrar que M0(t) = 0.

(b) (0.75 Ptos.) Las soluiones de la forma u(t; x) = '(x � t), on  2 IR onstante,se denominan ondas viajeras (travelling waves), siendo ' : IR �! IR la funi�on per�lde la onda. Determina las soluiones de este tipo para la euai�on de Airy, que es elnombre que reibe (~) uando  = 0. Ayuda: Hay que demostrar que que ' veri�ala euai�on diferenial �'0(s) + �'000(s) = 0 y, seguidamente, resolver diha euai�onteniendo en uenta los distintos valores de .

Problemas1. La euai�on de Bukley-Leverett� �u�t (t; x) + �(t) ��x (�(u(t; x))) = 0; t > 0; x 2 IRu(0; x) = '(x); x 2 IR 9>=>; (|)aparee asoiada a modelos de difusi�on de petr�oleo en medios porosos. Suponiendo que� > 0, � es una funi�on ontinua, � es de lase C1 y ' es inyetiva:(a) (0.5 Ptos.) Comprueba que el problema (|) puede resolverse usando el m�etodo delas arater��stias.(b) (1.5 Ptos.) Demuestra que la solui�on veri�a la euai�on impl��ita:x = �0(u(t; x))� Z t0 �(r) dr + '�1(u(t; x))() (0.5 Ptos.) Enuentra la solui�on en el aso partiular �(u) = u2=2, '(x) = x.2. (2.5 Ptos.) Utiliza la transformada de Laplae para obtener la solui�on de la siguienteeuai�on lineal del transporte en una semirreta:ut(t; x) + �ux(t; x) = �u(t; x); t; x > 0u(t; 0) = ( 1; t � t00; t > t0 ; t > 0u(0; x) = sen(!x); x > 0
9>>>>>=>>>>>;siendo �; �; !; t0 onstantes positivas.3. (2.5 Ptos.) Consideremos el problema de transmisi�on de alor en una barra aotada delongitud unidad modelado por la euai�on:ut(t; x) = 2uxx(t; x); t > 0; 0 < x < 1 (E)Al tener en uenta la ley de enfriamiento de Newton sobre los extremos de la barra,suponiendo que la temperatura en el exterior de la misma es onstante e igual a T0 > 0,se obtienen las siguientes las siguientes ondiiones de ontorno de tipo Robinu(t; 0) + ux(t; 0) = T0; u(t; 1) + ux(t; 1) = T0; t > 0 (C)Sigue detr�as )



(a) Comprueba que la funi�on !(t; x) = u(t; x) � T0 es solui�on de la euai�on del alor(E) y veri�a ondiiones de ontorno homog�eneas de tipo Robin.(b) Esribe el problema de Sturm-Liouville resultante de separar las variables de ! parala funi�on espaial X(x) (teniendo en uenta que !(t; x) = T (t)X(x)) y obt�en susautovalores y autofuniones.() Determina, usando el apartado anterior, la solui�on de (E)-(C) para la ondii�oniniial u(0; x) = x4. (2.5 Ptos.) Consideremos un problema de transmisi�on de alor por ondui�on en un disode entro ero y radio uno D = �(x; y) 2 IR2 : x2 + y2 < 1	. Esta situai�on se modelizamediante la euai�on en derivadas parialesut(t; x; y) = uxx(t; x; y) + uyy(t; x; y); t > 0; (x; y) 2 D (�)junto on la ondii�on de ontorno de tipo Neumannru � n = 0; sobre ℄0;+1[� �D (})que india que el reinto D est�a aislado, siendo n el vetor normal unitario en ada puntode la frontera de D. Obt�en la solui�on formal del problema (�)-(}) para la distribui�oniniial de temperaturas u(0; x; y) = ( 1; x2 + y2 < 14 ; y > 00; en otro asoAyuda: Si f�nmg1m=1 � ℄0;+1[ es la suesi�on de las soluiones positivas de la euai�on�J 0n(�) = 0se tiene entones que las funiones  nm(r) = Jn(�nmr) son una base ortogonal del espaioL2!(0; 1), on !(r) = r, de forma quek k2L2! = ��2nm � n2� Jn(�nm)22�2nm


