PROBLEMAS

Ingeniero Industrial

Curso 2004/05 1. Dado el problema,
Transformadas Integrales y (1—et)uy(t,z) +zug(tx) =1, +>0, z€R
Ecuaciones en Derivadas Parciales u(0,z) = cos(a? + 1), zcR
> 6 de julio de 2005
Departamento de
Matematica Aplicada y con € > 0 constante:
Estadistica
(a) (1.5 Ptos.) Utiliza el método de las caracteristicas para obtener la solucién.
(b) (0.5 Ptos.) Calcula el intervalo temporal en el que estd definida la solucién.
TEORIA Y CUESTIONES (c) (0.25 Ptos.) Utiliza el método de las caracteristicas para obtener la solucién del

problema para ¢ = 0.
1. Dada la siguiente ecuacién de ondas con disipacién (también llamada del telégrafo), sobre

. .. A (d) (0.25 Ptos.) Comprueba que cuando ¢ — 0, las soluciones asociadas convergen
la que se asumen condiciones de contorno Dirichlet homogéneas:

puntualmente a la solucién para € = 0.

_ 2 _
un(t, ) = Cuga(t,2) — Pt z), >0, 0<z <1 (&) 2. (2.5 Ptos.) Utiliza la transformada de Laplace para obtener la solucién acotada de la
u(t,0) = u(t,1) =0, t>0 siguiente ecuacién de ondas en una semirrecta:
¢, 8 > 0 constantes), se define la energia asociada a una solucion mediante la expresion U (t,x) = c“uge (L, x — 2) cos(mzx), ,\ T
0 define 1 fa asociad lucién mediante 1 i6 (t.2) = gy (t,7) + 6(t — 2) cos(nz),  t,z >0
1/t 2t u(t,0) = sen(1 +¢), t>0
_ 1L 20y < 2
B(t) = 2/0 u(tw) do + 3 /U Uyt @) do u(0,z) = ,(0,z) =0, >0
(a) (0.5 Ptos.) Comprueba que la energia decrece con el tiempo (Sugerencia: Es siendo § la funcién impulso de Dirac.

suficiente ver que la derivada de E/(t) es negativa). 3. Dado el probl @) | i6n del teléera
. Dado el problema ara la ecuacién del telégrafo:
(b) (0.5 Ptos.) Demuestra que para las condiciones iniciales P P s

(a) (2 Ptos.) Utiliza el método de separacién de variables para encontrar la solucién
u(0,z) = sen(rz),  u(0,2) =0, 0<z<1 para las condiciones iniciales

se verifica la desigualdad u(0, ) = sen(wz), u(0,2) =0, 0<z<1

2
E(t)g(ﬂ) . ViE>0
2 suponiendo que 0 < 3 < 27e.

(Sugerencia: Usa el apartado anterior). (b

(0.35 Ptos.) Comprueba que la solucién u(t, z) calculada en el apartado anterior

2. (1.5 Ptos.) El problema de estudiar las vibraciones transversales de una viga eldstica (o verifica

de Euler-Bernoulli) de longitud infinita, con densidad constante p > 0 y mddulo de rigidez lim ( sup |u(t, x)) =0
EI > 0, lleva a plantear el siguiente problema =400 \ zefo,1]

;Cuél es la interpretacion fisica de este resultado?

0%y o'y

w(t-, z) + ”ﬁ(ts z)=q(z), t>0,zeR (¢) (0.15 Ptos) Comprueba que la energia de la solucién tiende a cero cuando el tiempo
ay (W) crece indefinidamente, es decir, que

y(0,z) = f(z), —= (0,2)=0, =zeRR
ot lim E(t) =0

t—+o00
donde ¢ indica la densidad de carga en cada punto, f es la posicién inicial de la viga (que

inicialmente se encuentra en reposo) y x = EI/p. Comprueba que la transformada de ;Es esto coherente con el resultado del apartado anterior? ;Por qué?

Fourier de la funcié s de la f :
ourier de fa tunaion y es de fa torma 4. (2.5 Ptos.) Consideremos un problema de transmisién de calor por conduccién en un disco
~, ~, . 2 2 2 . .2 .
R e 163 9.9 63} de centro cero y radio uno D = {(z,y) ceR*:z°+y° < 1}. Esta situacién se modeliza
y(t, &) = (f(f) - 4(27r£)4ﬁ cos (47r ¢ ”t) + (2n€)'x mediante la ecuacién en derivadas parciales

ut(tvzay) = uII(tv‘T',y) +uw(t,z,y), t>0, (I,’I/) €D (1)



junto con la condicién de contorno de tipo Neumann
Vu-n =0, sobre]0,+oo] x dD (2)

que indica que el recinto D estd aislado, siendo n el vector normal unitario en cada punto
de la frontera de D. Obtén la solucién formal del problema (1)-(2) para la distribucién
inicial de temperaturas

(0,2,y) Lot <
u "L‘-’y = b
' 0, 1<az?+y’<1

Ayuda: Si {finm}20_; C 0, 400[ es la sucesién de las soluciones positivas de la ecuacién
£,(6) =0

se tiene entonces que las funciones 1, (r) = Jp(nmr) son una base ortogonal del espacio
L2(0,1), con w(r) = r, de forma que

iy V=) Tl
& P,

INDICACIONES

e Deben responderse todas las preguntas de la parte de teoria y cuestiones.
e De los cuatro problemas propuestos deben elegirse tres.

e La duracién del examen es de 4 horas.




