
Ingeniero IndustrialCurso 2004/05Transformadas Integrales yEuaiones en Derivadas Pariales6 de julio de 2005

Teor��a y uestiones1. Dada la siguiente euai�on de ondas on disipai�on (tambi�en llamada del tel�egrafo), sobrela que se asumen ondiiones de ontorno Dirihlet homog�eneas:utt(t; x) = 2uxx(t; x) � �ut(t; x); t > 0; 0 < x < 1u(t; 0) = u(t; 1) = 0; t > 0 ) (|)(; � > 0 onstantes), se de�ne la energ��a asoiada a una solui�on mediante la expresi�onE(t) = 12 Z 10 u2t (t; x) dx + 22 Z 10 u2x(t; x) dx(a) (0.5 Ptos.) Comprueba que la energ��a deree on el tiempo (Sugerenia: Essu�iente ver que la derivada de E(t) es negativa).(b) (0.5 Ptos.) Demuestra que para las ondiiones iniialesu(0; x) = sen(�x); ut(0; x) = 0; 0 < x < 1se veri�a la desigualdad E(t) � ��2 �2 ; 8 t > 0(Sugerenia: Usa el apartado anterior).2. (1.5 Ptos.) El problema de estudiar las vibraiones transversales de una viga el�astia (ode Euler-Bernoulli) de longitud in�nita, on densidad onstante � > 0 y m�odulo de rigidezEI > 0, lleva a plantear el siguiente problema�2y�t2 (t; x) + ��4y�x4 (t; x) = q(x); t > 0; x 2 IRy(0; x) = f(x); �y�t (0; x) = 0; x 2 IR 9>>=>>; (�)donde q india la densidad de arga en ada punto, f es la posii�on iniial de la viga (queiniialmente se enuentra en reposo) y � = EI=�. Comprueba que la transformada deFourier de la funi�on y es de la forma:by(t; �) = �bf(�)� bq(�)(2��)4�� os �4�2�2� t�+ bq(�)(2��)4�

Problemas1. Dado el problema, (1� "t) ut(t; x) + xux(t; x) = 1; t > 0; x 2 IRu(0; x) = os(x2 + 1); x 2 IR )on " > 0 onstante:(a) (1.5 Ptos.) Utiliza el m�etodo de las arater��stias para obtener la solui�on.(b) (0.5 Ptos.) Calula el intervalo temporal en el que est�a de�nida la solui�on.() (0.25 Ptos.) Utiliza el m�etodo de las arater��stias para obtener la solui�on delproblema para " = 0.(d) (0.25 Ptos.) Comprueba que uando " ! 0, las soluiones asoiadas onvergenpuntualmente a la solui�on para " = 0.2. (2.5 Ptos.) Utiliza la transformada de Laplae para obtener la solui�on aotada de lasiguiente euai�on de ondas en una semirreta:utt(t; x) = 2uxx(t; x) + Æ(t� 2) os(�x); t; x > 0u(t; 0) = sen(1 + t); t > 0u(0; x) = ut(0; x) = 0; x > 0 9>>=>>;siendo Æ la funi�on impulso de Dira.3. Dado el problema (|) para la euai�on del tel�egrafo:(a) (2 Ptos.) Utiliza el m�etodo de separai�on de variables para enontrar la solui�onpara las ondiiones iniialesu(0; x) = sen(�x); ut(0; x) = 0; 0 < x < 1suponiendo que 0 < � < 2�.(b) (0.35 Ptos.) Comprueba que la solui�on u(t; x) alulada en el apartado anteriorveri�a limt!+1 supx2[0;1℄ ju(t; x)j! = 0>Cu�al es la interpretai�on f��sia de este resultado?() (0.15 Ptos) Comprueba que la energ��a de la solui�on tiende a ero uando el tiemporee inde�nidamente, es deir, que limt!+1E(t) = 0>Es esto oherente on el resultado del apartado anterior? >Por qu�e?4. (2.5 Ptos.) Consideremos un problema de transmisi�on de alor por ondui�on en un disode entro ero y radio uno D = �(x; y) 2 IR2 : x2 + y2 < 1	. Esta situai�on se modelizamediante la euai�on en derivadas parialesut(t; x; y) = uxx(t; x; y) + uyy(t; x; y); t > 0; (x; y) 2 D (1)



junto on la ondii�on de ontorno de tipo Neumannru � n = 0; sobre ℄0;+1[� �D (2)que india que el reinto D est�a aislado, siendo n el vetor normal unitario en ada puntode la frontera de D. Obt�en la solui�on formal del problema (1)-(2) para la distribui�oniniial de temperaturas u(0; x; y) = ( 1; x2 + y2 < 140; 14 � x2 + y2 < 1Ayuda: Si f�nmg1m=1 � ℄0;+1[ es la suesi�on de las soluiones positivas de la euai�on�J 0n(�) = 0se tiene entones que las funiones  nm(r) = Jn(�nmr) son una base ortogonal del espaioL2!(0; 1), on !(r) = r, de forma quek k2L2! = ��2nm � n2� Jn(�nm)22�2nm
Indiaiones� Deben responderse todas las preguntas de la parte de teor��a y uestiones.� De los uatro problemas propuestos deben elegirse tres.� La durai�on del examen es de 4 horas.


