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Problemas Tema 7 “El método de separacion de variables”

1. Aplica el método de separacion de variables para obtener la solucién del problema de
Laplace

Uga (T, Y) + Uyy (2,y) =0 O<ax<t, O<y</
u(z,0)=u(0,y) =u(l,y) =0 O<ax<t, O0<y<t
u(z,l)=x O<ax<t

. Aplica el método de separacién de variables para obtener la solucién del problema de
difusién de calor:

w(t, r) = a®ug.(t, ), t>0,0<z<m
u(0,x) = sen (2z), O<z<m
Uz (t,0) = ugp(t,m) =0, t>0

. En el mundo real las vibraciones de una cuerda se amortiguan debido a que las cuerdas no
son perfectamente eldsticas. Esta situacion se modeliza mediante la ecuacién de ondas:

Ut (t, 1) = Cuge(t, ) — 2kug(t,z), >0, 0<z <

con k < % y donde el término —2ku, representa las fuerzas de friccién que causan dicho
amortiguamiento. Aplica el método de separacién de variables para obtener la solucién
general de la ecuacién anterior sujeta a las condiciones de contorno:

u(t,0) =u(t,l)=0, t>0

. Consideremos el problema de la transmisién de calor en una placa rectangular, de forma
que inicamente es apreciable la transmisién de calor a lo largo del eje OX. Suponiendo que
la distribucién inicial de temperatura sobre la placa es constante y que sus extremos se
mantienen a temperatura constante, el problema se modeliza mateméaticamente mediante
la expresion,

u(t, ) = a®uge(t,x), 0<z </l t>0,

u(0,2) =11, 0<z<d,

u(t,0) =u(t,l) =T, t>0,
donde T4, T, son constantes y u(t,z) indica la temperatura de la placa en el instante ¢
en los puntos situados a una distancia x del origen. Calcula la solucién formal de este
problema usando el método de separacion de variables.

5. Sea el siguiente problema de condiciones de contorno homogéneas para la ecuacion de

Klein-Gordon,

u(t, ) = 1.23ug, (¢, ) + 0.25u(t,z), 0<t, 0<z</{ } (K-G)

u(t,0) = u(t,0) =0, 0<t
Si ¢(t, ) es una solucién de (K-G) verificando la condicién inicial u(0,z) = senz y (¢, z)
es otra solucién, de forma que, (0, z) = cos z, determina una solucién del problema (K-G)

que verifique la condicion inicial,

u(0,2) = —0.89sen & 4+ 7 cos

. Consideremos el problema de transmisién del calor en una barra acotada, modelado por

la ecuacién,
up(t, x) = Cuge(t,z), 0<t, 0<z<( (1)
Al tener en cuenta la ley de enfriamiento de Newton sobre los extremos de la barra,

suponiendo que la temperatura en el exterior de la misma es constante e igual a cero, se
obtienen las siguientes condiciones de contorno de tipo Robin

u(t,0) + ue(t,0) =0, w(t,l) +u.(t,l) =0, 0<t (2)
(a) Aplica el método de separacién de variables para resolver la ecuacién (1), teniendo

en cuenta las condiciones de contorno (2).

(b) Escribe el problema de Sturm-Liouville resultante para la funcién asociada a la va-
riable espacial X () y obtén sus autovalores y autofunciones.

(¢) Dada una funcién ug € L?(0,¢), determina el valor de la solucién formal del problema
(1)-(2) para la condicién inicial,

u(0,2) =up(z), 0<z </t

. Consideremos el problema de transmisién del calor en una barra acotada, modelado por

la ecuacién,
w(t, ) = Cuge(t, ), 0<t, 0<z <L (3)

Sobre la barra supondremos que el extremo de la izquierda se mantiene a temperatura
constante, lo que nos da la condicién de contorno,

u(t,0) =ug, t>0 (C1)
mientras que por la derecha esta aislada,
ugy(t,0) =0, t>0 (C2)

(a) Aplica el método de separacién de variables para resolver la ecuacién (3), teniendo
en cuenta las condiciones de contorno (C1) y (C2).

(b) Escribe el problema de Sturm-Liouville resultante para la funcién asociada a la va-
riable espacial X (z) y obtén sus autovalores y autofunciones.

(¢) Dada una funcién g € L?(0,), determina el valor de la solucién formal del problema
(3)-(C1)-(C2) para la condicién inicial,

u(0,2) =g(x), 0<z</{



8.

10.

Resuelve el problema de transmisién de calor en una barra acotada sobre la que actia una
fuente de calor, modelado por la ecuacion:

up(t, 2) = Pugy(t,x) +sen(mz), 0<t, 0<z<m

con m un numero natural constante. Sobre la barra supondremos que inicialmente se
encuentra a temperatura constante:

u(0,z) =up, O<z<m
v que estd aislada en los extremos:

ug(t,0) = uy(t,7) =0, t>0

. Consideremos un problema de transmisién de calor en una barra unidimensional aislada en

los extremos sobre la que se tiene una fuente de calor cuya intensidad depende linealmente
de la temperatura,

ur(t, x) = gy (t, x) + Bu(t, x), 0<t,0<ax</t
ug(t,0) = ug(t,0) =0, 0<t

(a) Resuelve el problema anterior suponiendo que inicialmente la distribucién de temper-
atura sobre la barra viene dada por una funcién wg, es decir, se verifica la condicién
inicial:

u(0,z) =up(x), 0<z</l
(b) Suponiendo que ug es constante, calcula el valor del limite
lim u(t,x)
t—o0
para cada 0 < x < /£, en funcién de la constante (. Interpreta el resultado en términos

fisicos.

Consideremos el problema no lineal,

ui(t, ) = Cug,(t,7) + ful(t,z), 0<t, 0<a<t
u(0,z) = ug, O<z<t (PNL)
u(t,0) = u(t, ) =0, t>0

con ¢, € IR constantes, que modela la evolucion de la temperatura en un sistema equipado
con un termostato sensible al gradiente térmico, que inicialmente estd a una temperatura
constante ug € R.

(a) Si u es una solucién de (PNL), comprueba que w(t,z) = é(u(t,x)) es solucién del
problema lineal

wi(t, ) = Cwea(t, 2), 0<t,0<z</t
w(0,z) = P(up), O<x<t (PL)
w(t,0) =w(t,l) =1, t>0

siendo ¢ : R — IR la transformacion de Hopf-Cole definida como ¢(u) = ePule,

(b) Utiliza el resultado anterior para obtener la solucién formal del problema (PNL) a
partir de la de (PL).

11. Encuentra la solucién del siguiente problema de Laplace en un semicirculo:

Au(z,y) =0, en D
u=g, sobre D }

donde D = {(z,y) € R2: 22 +¢? <6 y> 0} (5 > 0 constante), y

0, 22+y*=6%y>0

9(z,y) = { .

, —d<zr<d, y>0

Solucién: Al ser el dominio un semicirculo, reescribimos el problema usando coordenadas

Figura 1: Dominio semicircular D

polares tomando z = rcos, y = rsend, lo que nos lleva al nuevo problema:

Upr (1, 0) + %ur(r,ﬁ) + %ugg(r,ﬂ) =0, 0<r<d, 0<b<m
u(6,0) = 0, 0<0<m ()
u(r,0) = u(r,m) =1, 0<r<o
Hacemos ahora el cambio v(r,0) = u(r,0) — 1 y escribimos la ecuacién y las condiciones de
contorno que verifica esta nueva funcién:
U (1,6) + % v (r, 0) + %2 vgo(r,0) =0, 0<r<d 0<f<m
v(8,0) = —1, 0<b<m (dohoeh)
v(r,0) =v(r,7) =0, 0<r<é

Separamos ahora las variables en (ddbéhe): v(r,0) = R(r)O(6), y al sustituir en la ecuacién en
derivadas parciales, y dividir por v, obtenemos la igualdad
2 pir / Y4
r?R"(r) rR'(r) _ o"(0) ~ et ©)
R(r) R(r) o(0)
De las condiciones de contorno homogéneas:

R(r)©(0) = R(r)0(r) =0, 0<r<4

luego ©(0) = ©(m) = 0. Tenemos, pues, el siguiente sistema de Sturm-Liouville regular con
condiciones de contorno separadas de tipo Dirichlet:

0"(6) = —\O(0)
000)=0
O(r) =0



llamando A a la constante en (©). Es sencillo comprobar que los autovalores de este sistema
son de la forma A\, = n?, y las autofunciones asociadas ©,,(f) = sen(nf). Sustituyendo el
valor encontrado para los autovalores en (©) se tiene la ecuacién diferencial de tipo Euler:

r?R"(r) + 7R (r) — n’R(r) = 0
que una vez resuelta proporciona las funciones:
R, (r) = Apr™ + Bpr™ "

con A, B, € IR constantes. A continuacién proponemos como solucién de (dodede) la funcidn

e}

v(r,8) = Z (Apr™ 4 Bur™™) sen(nd)
n=1

Dado que esta funcién debe estar definida en el punto (0,0), se tiene que, necesariamente
B, = 0. Ademds, debe verificar todas las condiciones de contorno, luego:

—1=1uv(4,0) ZAné" sen(nd), 0<f<m

n=1

De la igualdad anterior se deduce que A,d0" debe ser igual a los coeficientes de la serie de
Fourier de la extensién impar de la funcién constante igual a —1, es decir,

g %/ﬂ_sen(nﬁ) 0 — % (cos(n&) ”) _ 2((*31)7: -1)
0

0 n

Por tanto:

v(r,0) = i HED =D sen(nf) i At sen((2k +1)0)
’ 771:1 nwn = (2k +1 (2k + 1)md2k+1

y la solucién de (ééh), es decir, la de (&) dada en coordenadas polares, serd:

42k+1
u(r,0) = 1+sten((2k+l)é) 0<r<é 0<f<m

La expresién en coordenadas cartesianas es algo mas complicada. En efecto, usando la relacién
entre coordenadas cartesianas y polares tenemos que, para cada (z,y) € D:

4 (22 4 y> (2k+1)/2

1+ Z W sen((2k + 1) arctan(y/z)), >0
k=0
d — g2kl .

u(l’yy) = 1+ZWSGD((—1) (2k)+1))_’ =0

k=0
< _4(a?+ y2)(2k+1)/2

1+ — Lo —sen((2k + 1)(7 + arctan(y/x))), <0
= (k+1)ms

12.

13.

14.

16.

Resuelve el siguiente problema con condiciones de contorno no homogéneas para la ecuacién
de Klein-Gordon en el intervalo unidad (8 > 1):

up(t, ) = uge (t, 7) — Bult, x), t>0,0<z<1
u(t,0) =0, u(t,1) =sen(t), t>0
w(0,z) = u(0,2) =0, 0<ax<l

Resuelve la siguiente ecuacién de Poisson en un dominio rectangular cuyos extremos per-
manecen fijos:

U (T,Y) + Uyy (2, y) = @ cos(wz), 0<z<l,0<y<l1
u(0,y) = u(l,y) =0, O<y<l1
u(z,0) =u(z,1) =0, O<z<l1

con w > 0 constante.

En el caso en que existe disipacién, las oscilaciones transversales de una cuerda eldstica
de longitud unidad inicialmente en reposo, de forma que uno de sus extremos esta fijo y
sobre el otro se ejerce un movimiento oscilatorio, se describen matematicamente mediante
las ecuaciones

yu(t,x) = Aypu(t, 1) — aye(t, @), t>0,0<z<1
y(t,0) =0, y(t,1) =sen(t), t>0 (&)
y(0,2) = y(0,2) = 0, 0<z<l

donde y(t, z) indica la altura en el instante ¢ del punto z (¢, > 0 constantes). Encuentra
la solucién de este problema usando el método de separacion de variables.

. Resuelve la siguiente ecuacién de Poisson en un dominio circular cuyos extremos per-

manecen fijos:

’uzz(x>y) + ul/l/("“v‘/) = % -V a2+ !/2, (x73~/) €N
u(z,y) =0, (2,y) € 0Q

con Q= {(z,y) e R?: 2% +y* < 1}.
(Ayuda: Usar coordenadas polares, teniendo en cuenta que al separar las variables, la funcién

asociada al radio debe estar definida en cero y la funcién asociada al dngulo y su derivada son
2m-periddicas).

Se considera un problema de transmisién de calor sobre una barra unidimensional de
longitud 7, de forma que inicialmente la temperatura es constante en la barra. Ademads uno
de los extremos esta aislado y en el otro es conocido el flujo térmico, siendo la formulacién
matemética del problema la siguiente:

ui(t,7) = Cuge(t,z), t>0,0<a<7

u(0,2) = ug, O<z<m

uy(t,0) =0
0 } 1> 0

ug(t, ) = sen(t)

con ¢, ug > 0 constantes.



(a) Comprueba que la funcién
22
w(t,z) = u(t,z) — o sen(t)

con u solucién de (#), verifica la ecuacién del calor con un término fuente y condi-
ciones de contorno de tipo Neumann homogéneas.
(b) Utiliza el método de separacién de variables para obtener w.
(c) Utiliza los apartados anteriores para escribir la expresién de la solucién del problema
original (#).
17. Resuelve el siguiente problema de Dirichlet para la ecuacién de Poisson en un disco per-
forado de semiejes 0 < o < [3:
Au(z,y) = g(z,y), (r,y) €Q
u(z,y) =0, (w,y) € 99

con Q={(z,y) eR*:a® <a?+y? < f*}y
(e.9) 1—a?+y?, siy>0
g\r,y) =
0, sty <0

Solucién: Como en el problema 11, al tener un dominio circular, en este caso un disco
perforado, reescribimos el problema usando coordenadas polares:

Figura 2: Dominio anular para a =1, f =2

1 1
Upr (1, 0) + - uy(r,0) + 2 ugp(r,0) = g(r,0), a<r<f 0<f<mw
u(a, 0) = u(p,0) =0, 0<O<m

1—r, si0<fO<m7
g(r.0) =

(V)

siendo

0, sim<60<2m

A continuacién se separan las variables en la ecuacién homogénea asociada a (O), obteniéndose
la misma igualdad (©) que en el problema 11. Por otra parte, dado que las coordenadas polares

(r,0) y (r,0 + 27) corresponden al mismo punto para cada o < r < 3, 0 < 6 < 2, se tiene
que
R(r)©(0) = R(r)©(0 + 27) < O(0) =O(0 + 2m)

lo que nos lleva formular el siguiente sistema de Sturm-Liouville regular con condiciones de
contorno periddicas para la funcién ©:

0"(0) =-X0(0), 0<6<2m

0(0) — ©(27) =0,

o'(0) — ©'(2m) = 0.
Analizando el sistema vemos que Ao = 0 es un autovalor, con Vy, = {A : A € IR}, por lo que
la autofuncién ©y(#) = 1 proporciona una base del espacio V),. El resto de autovalores son

A =n2, con Vi, = {Acos(nf) + Bsen(nf) : A, B € R}, luego tomando ©,,(6) = cos(nd),
©n(0) = sen(nf) tenemos una base ortogonal de autofunciones en cada subespacio.

Seguidamente, y dado que la ecuacién en derivadas parciales de (O) es completa, se propone
la solucién

u(r,0) = Ro(r) + Z R, (r) cos(nb) + P, (r) sen(nf)

con R,(r), n >0,y P,(r), n > 1, funciones a determinar. Exigiendo que la funcién anterior
sea solucién de la ecuacién completa, y dado que,

o —(7’ 0) = Ri(r) + Z R, (1) cos(nf) + P, (r) sen(nd)

n=1

2
o %( Ry(r) + Z Ry (r) cos(nf) + P/ (r) sen(nf)
r
n=1
82
. 092 Zn Ry, (7) cos(nf) +n?P,(r) sen(nh)

se llega a la ecuacién

n2

or8) = (Ry0)+ 7o) )+ i(fz )+ LR () = T Ra(r) ) cos(o)

n=1

* Z(P” + P’(r)ff—ipn(r)) sen(nf)

n=1

Es decir, para cada o < r < 3 fijo, el expresion de la derecha corresponde a la serie de Fourier
trigonométrica de la funcién 6 ~~ g(r,0), lo que nos lleva a escribir las siguientes identidades:

1 1o 1—r

« B+ 1R = 5 [ atroyan = =
1 nZ 1 2T 1 u

o Ry(r)+=Ry(r) — 5 Ru(r) = = / g(r,0) cos(nd) df = = / (1—7)cos(nf)dd =0
7 r T Jo T Jo



2T T
o P'(r)+ %P,’l(y) — 7:2 Pu(r) = %/0 g(r,0)sen(nd) dd = %/0 (1 —7)sen(nd)do

_d=ma=-=n"

™

Por otra parte, de las condiciones de contorno del problema (V&) se obtienen condiciones de
contorno para las anteriores ecuaciones diferenciales:

0 = u(w0)=Ry(a) + Z Ry, (v) cos(nb) + Py () sen(nd)

n=1

o
Il

u(B,0) = Ro(B) + Z R, () cos(nb) + P, () sen(nd)

n=1

es decir, R,(a) = R,(8) =0, n >0,y Py(«) = P,(3) = 0 para cada n > 1. Con estos
elementos, es inmediato comprobar que

7'2 7"3
Ro(r) = T 18 + ag log(r) + fo
con
o 1 82— o2 - B — b B a2 1
0" Jog (B/a) 3 18 fo=1g — 5 ~@olog(a)

En cuanto a R,,, vemos que es solucién de una ecuacién diferencial de Euler homogénea, por
lo que el cambio estdndar R,,(r) = ¢, (log(r)) nos proporciona la solucién

Ry (r) = Apr™ + Bpr™"

cuyas constantes, como consecuencia de las condiciones de contorno, deben verificar el sistema

lineal
0= Ry(a) = A0 + Bya™™

0= Rn(ﬂ) = Anﬂn + Bngin

que es compatible determinado, luego

Finalmente, P, verifica una ecuacién de diferencial de Euler completa, cuya parte homogénea
coincide con la de R, por lo que su solucién general serd la misma. Para buscar una solucién
particular de la ecuacién completa, siguiendo el método de los coeficientes indeterminados,
proponemos una solucién de la forma

Gu(r) = Cn7‘3 + Dn72 + Enr + Fy

Tomando

_ ==
-—

Tn

las condiciones que deben verificar las constantes para que ¢, sea solucién de la ecuacién
completa de P, son:

v (9 — nz) Cpn=-m V (4 - 7L2) Dy,=v YV (1 — nz) E,=0 v F,=0
luego:

eSin=1,v=2/ry

—3 272
T drm 37

e Sin=27%=0y

(]52(7‘) = 0

e Sin =3, y3 =2/, con lo que la primera de las ecuaciones anteriores proporciona la
contradiccién 0C3 = —2/7. Para solventar esto, en este caso concreto, proponemos la
solucién particular

¢3(r) = (C3 + D3log(r)) r® + Esr® + Fyr + G

que, tras calcular el valor de las constantes nos proporciona la funcién

—r3log(r) 22
d3(r) = T() ~ 5L

e Sin>4,

77.3 T‘2
ontr) =0 (5= * 1)

En particular, para cada k > 2, se tiene

Gor(r) =0 Goy1(r) =

Ao

775 72
<97(2k+1)2 * 47(2k+1)2>

Resumiendo,

Po(r) = Apr™ + Bpr ™" + ¢ (1)




con 1.4

¢2k-(7’) = 03 (k > 1)

77.3 7,2

2
¢2k+1(7"):; <97(2k+1)2 +47(2k+1)2>’ (k=0, k#1)

—r3log(r) _ 2r2

P3(r) = 3 Br Figura 3: Conjunto D

Para determinar el valor de las constantes se utilizan las condiciones de contorno:

0= Po(a) = Apa™ + B + =" + ép() (b) Comprueba que, si u(r,) es la solucién de (DAN') dada en coordenadas polares, la

funcién
0=Py(B8) = 4pB" + B ™" + ¢u(B) w(r,0) = u(r,0) — cos (27r)
que, junto con las expresiones de las funciones ¢,, anteriormente calculadas, proporcionan los es solucién de una ecuacién de Poisson (Laplace no homogénea) con condiciones de
siguientes valores contorno mixtas Dirichlet+Neumann homogéneas, es decir, se verifica que

B g1 (@) — a” @D gy 1 (8)
(a1 = (ga-1)F

wr(1,0) =0, 0<0<7r}

Ay = Bg =0 Agjy1 = w(r,0) =w(r,m) =0, 0<r<1

(c) Utiliza en Método de separacién de variables para obtener el valor de w(r, ).

o o 1(8) = B oy ()
(@B (Ba—1y2 T

Bog1 =

En definitiva, la solucién de (V) es de la forma

u(r,0) = Ro(r) + 3 (agr® 1+ B 4 gy (7)) sen (26 + 1)6)
k=0

18. Sea el siguiente problema de Laplace en un dominio semicircular con condiciones de con-
torno mixtas Dirichlet+Neumann:

Au(z,y) =0, (z,y) e D
Vu(z,y) -n=0, 24y’ =1,y>0 (DN)
u(z,0) = cos (27x) , -l<z<l1

con D = {(7’7 y)eR2: a2 92 <1, y > 0} y siendo m el vector normal unitario en cada
punto de la frontera.

(a) Reescribe el problema en coordenadas polares, teniendo en cuenta que la condicién
de contorno de tipo Neumann sobre la parte superior de la frontera de D se convierte
en

u(1,0) =0, 0<f<m



