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Problemas Tema 4 “Espacios de Hilbert”

1. Sea C'([0,1]) el conjunto de las funciones continuas con derivada continua en el intervalo
compacto [0,1] C R.

(a) Comprueba que la aplicacién
£l = sup (If@)|+f'@)I), fec(o1])
z€[0,1]

define una norma.

(b) ¢Ocurre lo mismo con la aplicacién que a cada f € C'([0,1]) le asocia el valor

sup |f'(z)] ?
z€(0,1]

(c) Comprueba que la relacién

(f:9) = £(0)g(0) + /0 f'(@)g (x)dz,  f.gec([0,1])

define un producto escalar. ;Cudl serd la norma asociada?

2. Sea f, una sucesién de funciones en L%(a,b) de forma que f, — f respecto de la norma
Il - l2. Comprueba que, para cada g € L?(a,b),

(Fnl9) 2 = (F/9)12

siendo (-/-)z2 el producto escalar en L%(a,b). (Ayuda: Usa la desigualdad de Cauchy-
Schwarz).

3. Dado un espacio de Hilbert H, comprueba que si u,v € H son dos vectores ortogonales,
entonces son linealmente independientes.

4. Sean H un espacio de Hilbert y M C H un subconjunto. Dado u € H, si existe w € M de
forma que (v —w/v —w) < 0, para todo v € M, comprueba que

o —wl < fu—vll, YveM

5. Sobre el espacio C([—1,1]) se considera el producto escalar

1
<fm>:/¥fumwww, fgec(-1,1)

(a) Comprueba que los polinomios po(z) = 1, p1(x) = 2 y pa(z) = 1— 322 son ortogonales
respecto de dicho producto escalar.

(b) Determina el valor de las constantes «, 3 y v para que el polinomio
p3(e) = a + B +va® + 23

sea ortogonal a los anteriores.

() Obtén una base del subespacio vectorial generado por los polinomios {p;(z)}o<;<s-

6. Sean D C RY un conjunto abierto y {¢n}52 | una base ortonormal de L?(D). Dado un
cambio de variable ® : M — D, (es decir, ® es biyectiva, de clase C' y de forma que
su matriz jacobiana Jg es no singular o, equivalentemente, su determinante no se anula:
det Jp(y) # 0,V y € M), comprueba que las funciones

Un(y) = | det Jo ()| on(@(y),  n>1
son una base de L?(M).

7. Comprueba que las funciones

On(z) = \/% sen ((n — %)(mv/ﬂ)) , n>1

forman una familia ortonormal en L2(0, £).
8. Comprueba que la funcién g(x) = sen(x?) verifica la igualdad:

/_1 ¢ (z) do = % (/Oﬂ g(z) dm>2 + % i (/Oﬂ cos(nz)g(z) d@)?

n=1

(septiembre 2001).

9. Si {0n}o% v {¥n )52, son dos familias ortonormales de funciones en L%(a,b) y L%(c,d)
respectivamente, demuestra que las funciones

G (25 Y) = @n(€)Pm(y)
constituyen una familia ortonormal en L?(D), para D = ]a, b x ]c,d[ C R%.

10. Sea {¢,}o2; una base ortonormal de funciones del espacio L?(0,). Indica, justificando
la respuesta, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

(a) Existe una funcién continua f : [0, 7] — IR de forma que f(0) # f(7) y

/7r f(@)pn(z)dz =0
0

para cada n > 1.



(b) Se verifica la igualdad:

LS ([ o)

Ayuda: La funcién constante igual a uno pertenece a L2(0, 7).
(febrero 2002).

(c) Se verifica la igualdad:
us
lim / sen(z2)¢p (z) dz =0

n—oo

(d) Se tiene que:

T

lim dn(z)dz =0

n—oo Jq

Ayuda: La funcién constante igual a uno pertenece a L2(0, 7).
(septiembre 2002).

11. Los polinomios de Legendre se definen como

n

Pae) = o (@ = 1)), n20

noL . -
donde ddz—ﬂ indica la derivada n-ésima.

(a) Calcula explicitamente los polinomios de Legendre para 0 < n < 3.

(b) Si f es una funcién de clase C"([—1,1]), comprueba que

! _ W ftdf, "o
/71 f(@)Py(z)dx = (—1) B dx—n(x)(ﬁfl) dx

Ayuda: Usa induccién e integracién por partes.

(c¢) Deduce del apartado anterior que la familia de los polinomios de Legendre es ortogonal
en L2(—1,1), es decir, que

/1 Py(x)Py(z)dx =0
-1

sin # m.
12. Sobre el espacio C([—1,1]) se define la aplicacién:

_ (" f@)g(z)
(f,9) —‘ . ﬁdh

(a) Comprueba que se trata de un producto escalar.

fgec(=1,1))

(b) Si para cada n > 0 se define la funcién T, (z) = cos(narccos(z)), z € [—1,1], com-
prueba que la familia de funciones {T},},7  es ortonormal respecto del anterior pro-
ducto escalar.

13. Sea el espacio .
L£®7U::{f:mJJAA»BJH / wWﬂfWﬂQdé}
Jo

formado por las funciones cuyo cuadrado, multiplicado por la funcion peso w, es integrable.
Considerando el caso particular w(f) = 6 responde a los apartados siguientes:

(a) La familia de funciones u,(6) = cos (nm6?), n > 1 es ortogonal.

(b) Calcula la serie de Fourier de la funcién escalén

1, 0<6<1/2
f(o) =
0, 1/2<6<1

en el espacio L},(0,1) respecto de la familia ortogonal del apartado anterior.
(c) {Qué aspecto tendra la desigualdad de Bessel?
(d) ¢Cudl serd el valor del siguiente limite

1
lim / 0 cos (nm6?) sen(d) do ?
0

n—o00



