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Seccion 1: Introduccion 1

1. Introducciéon

En esta primera practica de la asignatura de Comunicaciones Espaciales se estudian las leyes que
rigen la mecéanica orbital. Es gracias al conocimiento de estas leyes que es posible situar a un satélite

de comunicaciones en orbita alrededor de la Tierra.

En primer lugar, se repasan los conceptos bésicos de mecéanica orbital como son las leyes de
Kepler(1571-1630) y su demostracion mediante la aplicacion de las leyes de Newton(1642-1727).

Seguidamente, se plantea la ecuacion diferencial que describe la trayectoria de una orbita. En la
practica se trabajara con la soluciéon de dicha ecuacion diferencial en el plano que contiene la érbita

del satélite y se representaran los tipos de érbitas cercanas a la Tierra mas comunes.

Una vez que se tiene caracteriza la orbita de un satélite en el plano que la contiene, resulta
conveniente representar el movimiento del satélite artificial respecto a un sistema de referencia centrado
en la Tierra. En esta préctica se empleara el sistema de referencia geocéntrico ecuatorial, donde el eje
x; apunta a una direccion fija en el espacio llamada punto de Aries, el cual resulta mas apropiado para
describir la trayectoria de un satélite en el espacio. Por el contrario, si lo que se pretende es localizar
un satélite respecto a una estacion terrena es mas adecuado utilizar un sistema de referencia que gire
con la propia Tierra. Para la descripcion de la orbita en el espacio tridimensional hacen falta otros

datos como la inclinacién i, el argumento del perigeo w y la ascension recta del nodo ascendente w.

Un aspecto importante a tener en cuenta a la hora de estudiar las érbitas de satélites son las
perturbaciones que estan sufren debido a determinados factores como la irregularidad del campo gra-
vitatorio terrestre, la presion de la radiacion solar, la atraccion del Sol y la Luna, la friccion con las
capas altas de la atmosfera, etc... Estas perturbaciones complican el sencillo modelo dado por las leyes
de Kepler y han de tenerse en consideraciéon a la hora de disenar las 6rbitas de los satélites de comuni-
cacion o realizar las correcciones orbitales necesarias. En la préctica, estudiaremos la regresiéon nodal

AQ y apsidal Aw producidas por la irregularidad del potencial gravitatorio Terrestre.

Las leyes de Kepler parten de la hipdtesis de un cuerpo de masa pequeiia que gira respecto a otro
de masa mucho mayor. Si éste es el caso, el objeto pequeno orbita siguiendo una trayectoria eliptica
respecto al de gran tamafo, encontrandose éste en uno de los focos de la elipse. Si la masa de los
cuerpos es similar, ambos giran respecto a un centro de masas comun, con lo cual el modelo de Kepler
se complica. El matemético, fisico y astronomo Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), estudié en 1772
el problema astronico de tres cuerpos. Para este problema, considerando uno de los cuerpos de masa
mucho menor que los otros dos, descubri6 la existencia de 5 puntos de equilibrio en los cuales el objeto

menor se encuentra en una posicion fija respecto a los dos mayores.

En la dltima parte de la practica se estudiara el balance de fuerzas de los sistemas Tierra-Luna y

Tierra-Sol, que permite localizar los puntos de Lagrange.
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Seccion 2: Mecanica orbital 2

Figura 1: Astronomos danes Tycho Brahe(1546-1601) y aleman Johannes Kepler(1571-1630).
Personajes pioneros de las astronomia moderna

2. Mecanica orbital

Basandose en los datos experimentales recopilados por el astronomo Tycho Brahe(1546-1601),
Johannes Kepler propuso tres leyes que describen el movimiento de los planetas en su érbita alrededor

del Sol. Las tres leyes enunciadas por Kepler se resumen en:

1. La oOrbita de un cuerpo pequeno en relacién a otro de mayor tamafnio es siempre una elipse,
encontrandose situado el centro de masas del cuerpo grande en uno de los focos de la elipse (ver
la Fig. 2(a)).

2. La orbita del cuerpo pequeno barre areas iguales en tiempos iguales (ver la Fig. 2(b)).

3. El cuadrado del periodo de revolucién del cuerpo del cuerpo pequeno respecto al grande es
proporcianal al cubo de la longitud del semieje mayor de la orbita eliptica (ver la Fig. 3). Es
decir, T? = (472a>)/p, donde T es el periodo orbital, a la longitud del semieje mayor de la elipse,
y 1 = 3,986004418 - 10° (km?/s%) la constante de Kepler.

Tal y como se ha comentado anteriormente, las leyes de Kepler se establecieron de forma empirica.
No fue hasta que Newton (1642-1727) enunci6 sus famosas tres leyes y la ley de la gravitacion universal,

que se pudieron demostrar los postulados de Kepler.

2.1. Ecuacioén diferencial de la trayectoria de una 6rbita

Para que un satélite se encuentre situado en una 6rbita estable alrededor de la Tierra, debe

producirse un equilibrio entre las distintas fuerzas que se aplican a éste. En un modelo simplficado,
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Figura 2: Representacion grafica de la primera y segunda leyes de Kepler

O

Figura 3: Segun la tercera ley de Kepler el cuerpo situado en la érbita O, presenta un periodo
T més corto que el situado en la Os.

sblo se tienen en cuenta la fuerza centripeta Fry, debida a la ley de la gravitacién universal, y la
fuerza centrifuga Foyr que depende de la cantidad de movimiento del satélite (ver la Fig. 4). Por otra
parte, en un satélite en 6rbita estable siempre se mantiene la suma de su energia potencial y su energia

cinética.

Siguiendo un sistema de referencia centrado en la Tierra (ver la Fig. 5), con el eje x apuntando al
primer punto de Aries, y teniendo en cuenta las leyes de la mecénica newtoniana se puede establecer

la relaciéon de fuerzas que se recoge seguidamente.

La ley de la gravitacion universal establece que la fuerza de atraccion entre dos cuerpos sigue la

relacion,

GMpgm7

P
,,a3

(1)
donde G = 6,672 - 10720 (Km?/(kgs?)) es la constante de gravitacién universal, Mg = 5,97 - 104 K¢
la masa de la Tierra y m la masa del satélite.

Asimismo, la segunda ley de Newton nos dice que la suma de fuerzas aplicadas sobre un cuerpo

es igual a la masa de dicho cuerpo multiplicada por la aceleracion.
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(a)

Rotacion Terrestre
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X

Figura 5: Sistema de referencia centrado en la Tierra, con eje x segin el primer punto de Aries

LA

Si se igualan ambas relaciones (1) y (2) se llega a:

FoodT
&2F 7
W‘f‘ﬁ,u:o (3b)

La anterior ecuacion diferencial (3) es vectorial y de segundo orden. Debido a que se encuentran

presentes las derivadas segundas de las tres componentes espaciales (x,y, z), son necesarios seis pa-
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2.1 Ecuacion diferencial de la trayectoria de una orbita )

rametros orbitales para poder describir de forma univoca la trayectoria de un satélite respecto a la

Tierra.

La solucion de la ecuacion diferencial (3) es dificil de encontrar de forma general, por lo que se
suele simplificar la situacion resolviendo el problema en el plano que contiene a la 6rbita del satélite
(ver la Fig. 6).

Figura 6: Sistema de referencia centrado en el plano orbital

Si se escribe la ecuacion diferencial (3), segin el nuevo sistema de referencia representado en Fig. 6,

ésta queda de la siguiente forma:

d?z d?yo p(zoZo + yodo)
po [ =2 ) + =0 4
xo( pTe >+y0<dt2 >+ (x%—i—yg)?’/Q ( )

Si se realiza un cambio a coordenadas polares (5), la ecuacion diferencial se simplifica atn maés.

Ty = T COS Pg (
Yo = 7o Sin ¢g (5b
Fo = Fo cos ¢g — b sin ¢y (5¢

Go = o cos ¢g + 7o sin ¢y (5d

Una vez realizado el cambio de coordenadas, se tienen dos ecuaciones diferenciales para cada una

de las coordenadas vectoriales.

d2r, . <@> __k (6a)
d* o dro\ (deo\
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2.2 Representacién de la érbita de un satélite 6

Empleando procedimientos matematicos clasicos se puede encontrar una soluciéon del anterior

sistema de ecuaciones diferenciales (6) para el radio de la orbita del satélite rg, de la forma siguiente,

p
= 7
"o 1+ ecos (¢ — o) ()
donde p = (h?)/p es el semilatus rectum de la elipse. Por otra parte, h es el modulo del momento
angular del satélite. Se cumple también que p = a(1 — €?), siendo a el semieje mayor de la elipse y e

su excintridad. De este modo, la relacion (7) se puede escribir alternativamente como:

B a(l —e?)
~ 1+ ecos(dg— )

(8)

7o

Asimismo, el d&ngulo 6, sirve para orientar la elipse respecto a los ejes del plano orbital zq e yg, por
lo que reorientando éstos se puede hacer que 3 = 0. Por lo tanto, como expresion final de la ecuacion

de la orbita eliptica utilizaremos:
a(l —e?)

- 1+ ecos ¢g )

To

Ejercicio 1. (Optativo) Demuestre que la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales (6) se puede
escribir como (7). Nota: Se trata de un ejercicio optativo que el alumno deberd realizar por su cuenta

fuera del horario de laboratorio.

Yo

Lo

Apogeo Perigeo

a(l+e)

Figura 7: Representacion de un satélite en el plano de su érbita

2.2. Representaciéon de la 6rbita de un satélite

En este apartado veremos como calcular la 6rbita de un satélite en su plano, en funcion de una
serie de parametros que la describen. Para ello partiremos de la ecuacion (9). En esta ecuacion el

término ¢y se denomina anomalia verdadera (en algunos libros aparece representada como v) y es el
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2.2 Representacién de la érbita de un satélite 7

angulo que forma el vector de posicion del satélite desde el foco de la elipse con el eje xg de ésta, tal y

como se representa en la Fig. 7.

Las coordenadas cartesianas del satélite se calculan deshaciendo la transformacion a coordenas

polares de la forma:
To = T COS ¢g (10a)

Yo = ToSIn ¢ (10b)

Un parametro importante a la hora de caracterizar la érbita de un satélite es la velocidad angular
media de éste, representada como 7. En un periodo de T, el satélite recorre una distancia angular igual

a 27, por lo que su velocidad angular media se puede calcular como:

n=(2m)/T = (u"?)/(a*?) (11)

donde se ha tenido en cuenta la tercera ley de Kepler.

L0

Orbita

a

Figura 8: Orbita de un satélite y cicunferencia circunscrita

En una érbita genérica eliptica la velocidad angular cambia dependiendo de la posiciéon. Sin em-
bargo, en una érbita circular ésto no sucede, y el satélite se mueve con una velocidad angular constante
7. Un cuerpo que describa la trayectoria de la cicunferencia circunscrita a la 6rbita eliptica del satélite,
representada en la Fig. 8 con una velocidad angular constante de valor 7, efectuard una vuelta en el

mismo tiempo T que dicho satélite sobre su propia trayectoria.

Atendiendo a la Fig. 8, se define como anomalia excentrica E al dngulo que forma el eje zy con

la linea que une el centro de la circunferencia con el punto P. El punto P se obtiene prolongando una
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2.2 Representacién de la érbita de un satélite 8

linea paralela al eje yg, que pasa por la localizacion del satélite, hasta que corta a la circunferencia

circunscrita.

El radio del satélite rg se encuentra relacionado con la anomalia excentrica F mediante la relacion:

ro =a(l —ecos E) (12a)
a—r1y=aecos E (12b)

Por otra parte se puede establecer una relacion entre la anomalia excéentrica y la velocidad angular
media de la forma:
ndt = (1—ecos E)dE (13)

Integrando la ecuacion (13) se llega a:
n(t—t,) = (E —esinE) (14)

donde ¢, es el denominado tiempo del perigeo, que es el correspondiente a la aproximacion mayor a la

Tierra por parte del satélite.

Asimismo, se define la anomalia media M como:
M=n(t—-t,) =FE—esinE (15)

Esta anomalia media es la longitud del arco en radianes que el satélite habria recorrido desde el

paso por el perigeo si se moviese por la circunferencia circunscrita con una velocidad angular media 7.
Conociendo los parametros descritos anteriormente se puede determinar la posicién de un satélite,

siguiendo los siguientes pasos:

1. Se calcula n = (27)/T = p*/?/(a’/?).

2. Se calcula M =n(t —t,) = F —esinE.

3. Se encuentra E despejando de la ecuacion anterior (de forma numeérica).

4. Se calcula rg, empleando F, de la relaciéon a — ry = aecos E.

5. De la ecuacion rg = a(1 — €2)/(1 + ecos ¢p) se encuentra ¢q.

6. Se calcula xg = 71 cos ¢g e yg = o sin ¢g.

Una vez localizado el satélite en su plano orbital, se debe encontrar la posiciéon del satélite respecto

a la Tierra, tal y como veremos posteriormente.

Ejercicio 2. Considere un satélite de tipo Molniya, el cual describe una trayectoria altamente excéntrica

(HEO) con e = 0,75. Dicho satélite es de tipo geosincrono, ya que su periodo de rotacion es igual a
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2.2 Representacién de la érbita de un satélite 9

T = Diagigera;/2 (un dia sideral tiene una duracion de 23 h, 56 min y 4,1 s). Teniendo en cuenta
los datos anteriores, calcule la longitud del semieje mayor de la 6rbita eliptica a, la velocidad angular
media 7, la altura del perigeo h, y del apogeo h,. Tenga en cuenta que el radio medio de la Tierra es
Rp = 6378,144 Km.

Ejercicio 3. Empleando la ecuacion (9) y los parametros necesarios que haya encontrado en el ejercicio
anterior, represente empleando Matlab la trayectoria del satélite con orbita de tipo Molniya (utilice el
comando azis equal de Matlab para que no se pierda la relacion de aspecto) y tenga en cuenta que la
anomalia verdadera varia entre 0 < ¢ < 2m. Dibuje dentro de la misma grafica la Tierra (marcando

su centro) y la circunferencia circunscrita a la o6rbita eliptica.

Ejercicio 4. Una vez que se ha representado la trayectoria del satélite, el siguiente paso es estudiar el
movimiento de éste a lo largo de la 6rbita. Para ello debe de seguir las instrucciones relatadas anterior-
mente. Calcule la anomalia media M con una variaciéon temporal ¢ de un dia sideral en incrementos
de 15 min, considerando que el tiempo del perigeo es ¢, = 0. Para calcular la anomalia excentrica F,
para cada valor de M, debe resolver una ecuacién que no tiene solucién analitica, por lo que se ha
de recurrir a técnicas numeéricas. El software Matlab contiene una funcion especifica para encontrar
los ceros de funciones llamada fzero (en caso de versiones antiguas de Matlab se puede emplear la
técnica de Newton-Rhapson). Utilice dicha rutina para encontrar los valores de la anomalia excentrica
correspondiente. Para encontrar el valor de la anomalia verdadera ¢y puede despejar directamente de
la ecuacion (9), aunque es posible que tenga ambigiiedades de dngulo. Por ello, resulta més conveniente
que use la relacion:

(1—e)
(I+e)

tan (E/2) = tan (¢o/2) (16)
Después de realizar los pasos anteriores y encontrados los valores de zy e yg correspondientes a cada
instante temporal, represente el movimiento del satélite en su orbita. Para que el efecto visual sea
el adecuado debe redibujar todas las graficas para cada At. Asimismo, represente simultaneamente el
movimiento de un satélite que siga la trayectoria de la circunferencia circunscrita con la misma velocidad
angular media 7. Nota: Es conveniente que utilice el comando pause de Matlab para realentizar un tanto

la stmulacion y que el movimiento del satélite no sea tan rdapido sobre la pantalla.

Ejercicio 5. Una vez que ha conseguido caracterizar el movimiento del satélite en la 6rbita Molniya

responda a las siguientes preguntas:

1. {Coémo es la velocidad angular del satélite en la proximidad del perigeo?, .Y en el apogeo?.

2. ¢ Qué relacion guardan las orbitas del satélite que se mueve por la elipse y el qué lo hace por la

circunferencia circunscrita en el apogeo y en el perigeo?.
3. iSe cumple aparentemente la segunda ley de Kepler?.

4. Si tuviese que dar cobertura con un satélite que presenta una oOrbita muy excéntrica a una
determinada region del mundo, /dénde tendria que estar situada dicha region, en el apogeo o en

el perigeo?. Razone la respuesta.
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2.3 Representacion de las orbitas tipicas cercanas a la Tierra. 10

2.3. Representacion de las 6rbitas tipicas cercanas a la Tierra.

Sabemos de las clases de Teoria de la asignatura de Comunicaciones Espaciales que las orbitas
tipicas cercanas a la Tierra (ver la Fig. 9) se pueden clasificar en funcion de la proximidad a ésta como
LEO (Low Earth Orbit), MEO (Medium Earth Orbit) y GEO Geostacionarios).

I Geosynchronous Orbit
B iedium Earth Orbit
\SW Earth Orbit

Figura 9: Orbitas tipicas de Satélites en funcion de su proximidad a la Tierra

En esta parte de la practica se pretende realizar una simulacién del movimiento 6rbital de al menos
un satélite en cada una de las 6rbitas caracteristicas anterioremente citadas. Para ello, se han escogido

los siguientes satélites:

1. Un satélite de tipo LEO caracteristico del sistema IRIDIUM, que describe una oOrbita circular a
750 Km de altura.

2. Un satélite en una o6rbita circular de tipo MEO con una altura de 10255 Km, correspondiente al
sistema New-ICO.

3. Un satélite que describe una 6rbita de tipo Tundra con una excentridad e = 0,4. Este tipo de
orbitas son geosincronas con un periodo igual a un dia sideral (23 h, 56m y 4,1 s).

4. Un satélite en o6rbita geoestacionaria.

Ejercicio 6. Para los satélites descritos anteriormente, encuentre los valores del semieje mayor de la
orbita a, el periodo o6rbital T', la velocidad angular media 7, la altura del perigeo h, y del apogeo hy,

y la excentricidad e.

Ejercicio 7. Siguiendo el procedimiento descrito en la seccidén anterior 2.2, represente el movimiento
de los satélites en sus oOrbitas. Realice la simulacién con una variaciéon temporal de hasta dos dias
siderales, con saltos de At = 15 minutos. En todos los casos suponga que el tiempo del perigeo ¢, es

cero. Dibuje la Tierra en la simulaciéon, marcando su centro.
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2.4 Localizacién de un satélite respecto a la Tierra 11

Ejercicio 8. Atendiendo a los resultados obtenidos, ise cumple la Tercera ley de Kepler?, iy la segunda?.

Ejercicio 9. (Optativo). Simule las orbitas de los antiguos nueve planetas del sistema solar (ver la
Fig. 10) (ahora son ocho) siguiendo las leyes de Kepler. Como condicién inicial suponga que todos los
planetas se encuentran con un mismo tiempo de perigeo ¢,, que por conveniencia puede ser igual a cero.
Realice la busqueda de los datos necesarios de las érbitas por Internet. Tenga en cuenta que el plano
de referencia que se utiliza para definir las 6rbitas de los planetas es el de la ecliptica (plano orbital de
la Tierra). El resultado que obtenga se aproximara bastante al real, pero no sera exacto debido a la
interaccién existente entre los distintos cuerpos celeste, la cual no se tiene en cuenta en una primera

instancia.

e upiler Pluto

@ UVranus

(i Neptune
i L

ol LA Saturn
Earth i .

Terresirial plansts.

henus

Figura 10: Orbitas de los antiguos nueve planetas del sistema solar

2.4. Localizacion de un satélite respecto a la Tierra

Una vez que se ha caracterizado la érbita de un satélite en su plano, el siguiente paso natural es
representar dicha orbita respecto a un sistema de coordenadas tridimensional centrado en la Tierra,
tal y como se refleja en la Fig. 5. Para poder caracterizar completamente la 6rbita en este nuevo
espacio, es necesario conocer tres parametros més, como son la ascension recta del nodo ascendente €2,

la inclinacion ¢ y el argumento del perigeo w, representados en la Fig. 11.

Después de haber calculado la posicién del satélite en su plano orbital, se puede pasar al nuevo
sistema de referencia tridimensional mediante una simple transformacion matricial (17) en la que

intervienen los parametros €2, w e 1.

T

~ xo
vi | =[B] (17)
- Yo

En la expresion anteriores, el punto (zg, o) son las coordenadas del satélite en el plano de su
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Perigeo

Figura 11: Localizacion de un satélite respecto a un sistema de coordenadas fijo centrado en la
Tierra

orbita, mientras que (z;,y;, z;) son las coordenadas de este mismo satélite en el sistema de referencia

tridimensional representado en la Fig. 11. La matriz de transformacion presenta el aspecto recogido a
continuacion:

(cos Qcosw — sin Q2 sinw cos 1)
R= (sinQcosw + cos sinw cos 1)

(sinwsin i)

(—cos Qsinw — sin ) cos w cos 7)
(—sin Qsinw + cos 2 cos w cos 1) (18)

(coswsini)

Ejercicio 10. Teniendo en cuenta la transformacion de coordenadas expuesta anteriormente (17),
represente utilizando Matlab (comando plot3) las trayectorias de las orbitas de los satélites propuestos
en la seccion anterior 2.2 en el nuevo sistema de coordenadas tridimensional. Asimismo, incluya la
representacion de la Tierra tridimensional, utilizando el comando sphere de Matlab. Para este ejercicio
tenga en cuenta los siguientes datos de las 6rbitas de cada uno de los satélites:

. Para el satélite en orbita LEO, considere que ésta es polar, la ascension recta del nodo ascendente

Q =90° y que el argumento del perigeo w es irrelevante al tratarse de un érbita circular.

2. Para el satélite en Orbita circular de tipo MEO, considere una inclinacién ¢ = 30° y una ascension
recta del nodo ascendente 2 = 0°

3. Para el satélite de tipo Tundra considere una inclinaciéon ¢ = 63, 4°, una ascension recta del nodo
ascendente 2 = 180° y un argumento del perigeo w = 270°.

4.

Para el satélite geoestacionario recuerde que 7 = 0, y que por las caracteristicas de la 6rbita no

tiene sentido dar un valor a la ascensién recta del nodo ascendente €2, ni al argumento del perigeo
w. Razone en la memoria de la practica a qué se debe lo anterior.
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2.5 Perturbaciones en las érbitas 13

Ejercicio 11. De forma similar a como hizo en la secciéon anterior, represente el movimiento de los
satélites siguiendo su trayectorias tridimensionales. Para ello, calcule en primer lugar la posicién ins-
tantdnea de los satélites en el plano de su 6rbita, para posteriormente realizar la transformacion al
espacio tridimensional. Considere un tiempo de perigeo t,, = 0 para todas las orbitas, un tiempo de

simulacién de dos dias siderales y un At = 15 min.

2.5. Perturbaciones en las 6rbitas

El modelo anteriormente utilizado para caracterizar las 6rbitas de los satélites es ideal, ya que
considera que la Tierra es un cuerpo homogéneo y perfectamente esférico, mientras que por otra parte
no se tienen en cuenta la acciéon de fuerzas adicionales como la influencia gravitatoria del Sol y la Luna,
la presion de la radiacién solar o el rozamiento con la atmosfera. Los factores anteriormente citados
provocan que la trayectoria orbital de los satélite no permanezca fija con el tiempo, sino que tenga un

comportamiento dindamico.

En esta secciéon veremos en que se traduce la variaciéon de ciertos pardmetros orbitales como
consecuencia de la irregularidad del potencial gravitatorio Terrestre. La variacién de dichos parametros

orbitales es la siguiente,

dw 3

i ZT]AJQ [5cos?i—1] (rad/s) (19)
dQ) 3
= —577AJ2 cosi (rad/s) (20)
dM 3
- = o[l + ZAVl —eJo(3cos?i—1)] (rad/s) (21)
donde,
2
A= ‘az(iEez)Q

Rpg Es el radio medio de la Tierra.
e La excentricidad de la orbita.
a La longitud del semieje-mayor de la orbita.

7 Es la inclinacién de la orbita.

n = QT” Es la velocidad angular media del satélite.

Jo = 1,0827 - 102 Es el primer arménico zonal par (consecuencia del achatamiento en los polos).

Ejercicio 12. Para los cinco satélites (Molniya, Tundra, LEO, MEO y GEO) descritos en la practica,
calcule las derivas producidas en los parametros orbitales 2, w y M, producidas por las irregularidades
del campo gravitatorio terrestre. Diga, cudnto habran cambiado cada una de esas magnitudes después

de un dia sideral.

Ejercicio 13. Manteniendo invariables el resto de parametros orbitales, represente las curvas %—‘f(i),

%(i) y dd—]\f(z'), para los cinco satélites propuestos. Asimismo, consteste a las siguientes preguntas:
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1. {En qué angulos de inclinacion se producen las variaciones minimas para cada uno de los para-

metros (€2, w e i)?, ly las maximas?.
2. ¢Por qué las o6rbitas Molniya y Tundra se disenan con una inclinacion de i = 63,4°7.
3. ¢Para que tipo de orbitas se tienen las mayores variaciones?.

4. iComo escogeria los parametros orbitales para que el satélite mantuviese una 6rbita heliosincrona?

(tenga que la posicion del sol varia d€2/dt = 0,9856° por dia).

Aunque ha obtenido ciertos resultados para los satélites en 6rbitas GEO, es menester decir que
en este caso existen perturbaciones muy importantes producidas por otros factores como pueda ser
la atraccion gravitatoria de la Luna y el Sol. Por lo tanto, para tener un modelo exacto hay que
tener en cuenta multitud de contribuciones. En la préactica de la asignatura, simplemente se pretende

profundizar en el concepto bésico de perturbacion orbital.

Ejercicio 14. Despreciando la variacion de la anomalia media dM/dt, represente de forma dindmica
las orbitas de los satélites de la seccion anterior teniendo en cuenta el efecto de las variaciones d2/dt
y dw/dt para cada At, es decir:

dS)
0 =—At+9Q 22
1= + & (22)
dw

Represente también el movimiento de los satélites en dichas érbitas cambiantes.

2.6. Puntos de Lagrange

El matemético, fisico y astrénomo italiano Lagrange(1736-1813), basandose en la mecanica newto-
niana, estudio el problema de la interaccion gravitatoria entre tres cuerpos. Si uno de los cuerpos es de
masa reducida en comparacion con los otros dos, se puede colocar en unos puntos de equilibrio, sobre los
cuales no cambia su posicion relativa en relacion a los objetos de mayor masa. A esas localizaciones de
equilibrio se las denomina puntos de Lagrange, los cuales son las cinco posiciones en el espacio interpla-
netario donde un objeto pequeno afectado sblo por la gravedad puede estar teéricamente estacionario

respecto a dos objetos mas grandes (Ej. Sistema Tierra—Luna, Sistema Tierra—Sol).

En los puntos de Langrange la fuerza gravitatoria de las dos masas grandes y la fuerza centrifuga
en el objeto pequeno se cancelan (de forma analoga a las érbitas geosincronas permiten a un objeto
estar en una posicién fija en el espacio en lugar de una Orbita en que su posiciéon relativa cambia

continuamente).

Tres de los puntos que son inestables (Li,Lo y L3) y dos estables (Ly y Ls). El punto L; ha sido
aprovechado por las misiones cientificas de observacion del Sol (ACE, Genesis, ISEE y SOHO). El
punto Lo ha sido aprovechado por el Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP).

Universidad Politécnica de Cartagena Comunicaciones Espaciales



2.6 Puntos de Lagrange 15

(a) (b)

Figura 12: Lagrange y la situacion de las puntos de equilibrio de Lagrange en el sistema Tierra-
Sol

Para poder localizar los puntos de Lagrange se debe cumplir el equilibrio entre tres fuerzas. Por
ejemplo, para el sistema Tierra-Sol, se ha de compensar la fuerza centripeta del satélite con las de

atraccion gravitatoria del Sol y la Tierra que actiian sobre éste, es decir:

ﬁSol + ﬁTierra + ﬁOut =0 (24)

Ejercicio 15. Establezca el balance de fuerzas de la ecuacion (24) atendiendo a la Fig. 13.

Ejercicio 16. Represente el balance de fuerzas anterior en el plano XY (para ello utilice los comandos
de Matlab meshgrid e imagesc). Asimismo, tenga en cuenta los valores de las siguientes constantes:
Masa de la Tierra mp = 5,97 - 102* Kg, masa del Sol mg = 1,9891 - 1030 Kg, periodo orbital de la
Tierra Ty = 365,2564 dias, excentricidad de la érbita de la Tierra eg = 0,0167, longitud del semieje
mayor de la Orbita eliptica de la Tierra ap = 149597887,5 Km, distancia media de la Tierra al Sol
Rps = 149597871 Km. Nota: para poder observar el balance de fuerzas represente el moédulo de éste

en dB, debido al gran margen dinamico existente. Sittie la Tierra a su distancia media respecto al Sol.

mpg-Rps+mg-0
mpg+ms ’

al encontrarse el Sol centrado en el origen. Haga la representacion desde —1,3 - afelio a 1,3 - afelio.

El centro de masas segin el sistema de coordenadas empleado se calcula como Cingsas =

Ejercicio 17. Represente el balance de fuerzas anterior en un corte que incluya al Sol, la Tierra y los
puntos de Lagrange Lq, Lo y Ls. (A qué distancia se encuentran estos puntos de la Tierra y del Sol?

Ejercicio 18. Repita los tres ejercicios anteriores para el sistema Tierra-Luna. Tenga en cuenta el
valor de la masa de la Luna my, = 7,348 - 10?2 Kg, su periodo orbital es 77, = 27,32166155 dias, la
excentricidad de la orbita e;, = 0,0549, la longitud del semieje mayor de la 6rbita de la Luna alrededor
de la Tierra es a; = 384582 Km y la distancia media de la Tierra a la Luna Rg; = 384400 Km.
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Sol

Figura 13: Balance de fuerzas para localizar los puntos de Lagrange.

Es posible que los puntos de Lagrange L; y L5 no se observen facilmente. Para poder apreciarlos

multiplique la masa de la Luna por diez.
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