Apéndice A

Propiedades estaticas de areas
planas

A.1 Momento estatico y Centroide

Sea el area plana de la Figura A.1.

\ &

Figura A.1 Area plana. Centroide
El 4rea S de la misma se obtiene mediante la expresion

S:/SdS (A1)

siendo dS un elemento diferencial de drea, con coordenadas y y z respecto a un siste-
ma de coordenadas arbitrario, con origen en O, como el mostrado en la Figura A.1.
Los momentos estaticos del drea con respecto a los ejes y y z, se definen como

Qy = /SzdS (A.2)
Q. = /Sde (A.3)

Los momentos estéticos pueden ser positivos o negativos, dependiendo de la posicién
de los ejes y y z. Su ecuacion de dimensiones es [L?’} . La obtencién de las coordenadas
(yo, zc) del centroide es inmediata a partir de los momentos estaticos, mediante las
expresiones
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216 Apuntes de Elasticidad y Resistencia de Materiales

ydS
o = L= /S - (A.4)
I
zdS
zo = Qy:/s (A.5)

S /dS
S

Las coordenadas pueden ser positivas o negativas, dependiendo de la posicién de los
ejes Y y 2

Si un area es simétrica respecto a un eje, el centro de gravedad debe encontrarse
sobre ese eje, como se muestra en la Figura A.2 a), ya que el momento estético de
un area respecto a un eje de simetria es nulo. Si un area tiene dos ejes de simetria, el
centro de gravedad se encuentra en la interseccién de ambos ejes, como se muestra
en la Figura A.2 b).

]
Yy ¢ Y /
\
2 \
a) b)

Figura A.2 Simetrias y posicién del centroide

A menudo, un drea se puede descomponer en varias figuras simples. Si se conoce el
area S; de cada una de estas figuras y la localizacién de su centroide (yc;,, z¢; ), €s po-
sible obviar la integracién de las expresiones (A.4) y (A.5), y calcular las coordenadas
del centroide mediante las expresiones

n .S;
=1 "1
nﬁ Z Sl
0 = B (A7)
=11

Si una de las figuras simples tuviera un agujero, dicho agujero se consideraria como
una parte adicional de drea negativa.

A.2 Momentos de inercia y radios de giro

A.2.1 Momentos de inercia

Los momentos de inercia I, e I, de un area con respecto a los ejes y y z, respectiva-
mente, se definen como
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I, = / 22dS (A.8)
S

I, = / y*ds (A.9)
S

Los momentos de inercia son cantidades siempre positivas y de dimensiones [Lﬂ.
El momento polar de inercia Jp, o momento respecto a un punto O, como se
muestra en la Figura A.3,

d Y ]

vz

Figura A.3 Momento polar de inercia

se obtiene mediante la expresién

S S

El momento de inercia de una seccién compuesta con respecto a cualquier eje es la
suma de los momentos de inercia de sus partes respecto a dicho eje.

A.2.2 Radios de giro

El radio de giro i de una seccién, se define como la raiz cuadrada del cociente
entre el momento de inercia y el area de la seccién. Referidos a unos ejes de referencia
Yy 2z, seran

Ly =

i, =

e

S

(A.11)

(A.12)

El radio de giro es una cantidad siempre positiva y de dimensiones [L]. Aunque
el radio de giro no tiene un significado fisico obvio, se puede considerar como la
distancia (medida desde el eje de referencia) donde deberia concentrarse todo el drea
para dar el mismo momento de inercia que el area original.

A.3 Producto de inercia

El producto de inercia de una seccién respecto a un sistema de ejes perpendiculares
Yy 2z, se define como
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I,. = / y zdS (A.13)
S

Al igual que en los momentos de inercia, la dimensién del producto de inercia es
[LA‘]. Sin embargo, el producto de inercia puede ser positivo o negativo, como se
muestra en la Figura A.4 a), o nulo, como se muestra en la Figura A.4 b).

y<\'/
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Figura A.4 a) Producto de inercia: signos. b) Seccién simétrica respecto al eje z:
producto de inercia nulo

Si todo el area se encuentra en el primer cuadrante respecto a los ejes de referencia,
el producto de inercia es positivo, ya que y y z son siempre positivas. Si todo el area
se encuentra en el segundo cuadrante, el producto de inercia es negativo, ya que la
coordenada y es negativa y la z es positiva. Similarmente, si todo el area se encuentra
en el tercer o cuarto cuadrante, tienen signo negativo y positivo, respectivamente.
Cuando el area se sitia en mas de un cuadrante, el signo del producto de inercia
depende de la distribucién del drea dentro de los cuadrantes.

Cuando uno de los ejes es de simetria, los productos de inercia de cada uno de
los dos lados en los que se divide la seccién se anulan, y por lo tanto, el producto
de inercia es nulo. Es decir, el producto de inercia de un drea es nulo con respecto a
cualquier par de ejes donde al menos uno de ellos es de simetria.

A.4 Teorema de Steiner

El teorema de Steiner o teorema de los ejes paralelos, permite relacionar el momento
de inercia respecto a un eje cualquiera con el momento de inercia respecto a un eje
paralelo al anterior que pase por el centro de gravedad de la seccién (en el caso del
producto de inercia, relaciona el producto de inercia respecto a dos ejes cualesquiera
con el producto de inercia respecto a dos ejes paralelos a los anteriores que pasen
por el centro de gravedad de la seccién).

Para la seccién mostrada en la Figura A.5, el momento de inercia respecto al eje
Y €es

I, = /S (z+d1)*dS (A.14)
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Yo

\ &

Figura A.5 Teorema de Steiner

Desarrollando la ecuacion A.14, se obtiene

Iy:/z2d5+2d1/zds+d%/ds (A.15)
S S S

El primer término del segundo miembro es el momento de inercia de la seccion
respecto al eje y que pasa por el centroide del area. El segundo término es el momento
estatico de la seccién respecto al eje yo (dicha integral es nula ya que el momento
estatico respecto a un eje que pasa por el centroide de la seccién es nulo). El tercer
término de la integral es el drea S de la seccién. Por lo tanto la ecuacién (A.15) se
puede expresar como

I,=I,c+Sd; (A.16)

De la misma manera, el momento de inercia respecto al eje z se obtiene mediante la
expresion

I,=1ILc+Sd; (A.17)

El teorema de Steiner o teorema de los ejes paralelos, para momentos de inercia,
se expresa de la siguiente forma:

El momento de inercia de un drea con respecto a cualquier eje en su plano es
igual al momento de inercia con respecto a un eje paralelo al anterior y que pase por
el centro de gravedad del drea, mds el producto del drea y el cuadrado de la distancia
entre los dos ejes.

En el caso del producto de inercia, la expresién (A.14) tomaria la forma

Iyz:/(z+d1)(y+d2)d5 (A.18)
S

Desarrollando esta ecuacién, se obtiene

]yz:/yzdS+d1/zdS+d2/de+d1 d2/d5 (A.19)
S S S S

El primer término del segundo miembro de la ecuacién es el producto de inercia
respecto a unos ejes que pasan por el centroide, paralelos a los de referencia. Los
términos segundo y tercero son nulos, ya que corresponden a los momentos estaticos
del area respecto a unos ejes que pasan por el centroide. La integral del tdltimo
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término es el area de la seccién. Por tanto, la ecuacién (A.19) se puede expresar
como

I, =1,.c+ S dy do (A.20)

El teorema de Steiner o teorema de los ejes paralelos, para el producto de inercia,
se expresa de la siguiente forma:

El producto de inercia de un drea con respecto a cualquier par de ejes en su plano
es igual al producto de inercia con respecto a unos ejes paralelos a los anteriores y
que pasen por el centroide del drea, mas el producto del drea y las distancias de cada
uno de estos ejes que pasan por el centroide, respecto a los de referencia.

A.5 Ejes principales y momentos principales de inercia

Los momentos de inercia de un area plana dependen de la posicién del origen y de
la orientacién de los ejes de referencia. Asi, para un cierto sistema de referencia,
los momentos y producto de inercia varian conforme se giran los ejes alrededor del
origen, habiendo unos valores maximos y minimos de los momentos y producto de
inercia.

Se considerara como tensor de inercia I, respecto a unos ejes cualesquiera

_ Iy —1y.c
I= < “I.o Le (A.21)

en el que los elementos de la diagonal principal son los momentos de inercia respecto
a los ejes de referencia considerados y los elementos fuera de la diagonal principal son
los productos de inercia, cambiados de signo, respecto a los mismos ejes de referencia.

Los valores propios de este tensor seran los momentos principales de inercia,
mientras que los vectores propios asociados a dichos valores propios, seran los cosenos
directores de los ejes principales de inercia. Resolviendo la ecuacion caracteristica
obtenida del determinante de la ecuacién (A.22) se obtienen los momentos de inercia
principales I e Is.

Ic -1 —I,.c
=0 A22
‘ —Lyz2C Le—1 ( )
Para cada valor de I;, la direcciéon del eje principal asociado se obtiene resolviendo
el sistema de ecuaciones formado por (A.23) y (A.24)

Ic —1I,.c l
(e =) (A.23)

P4+m?=1 (A.24)

El producto de inercia referido a los ejes principales de inercia, es nulo.

Si lo que se desea es conocer las componentes del tensor de inercia para unos ejes
girados un angulo determinado respecto a los de referencia, se aplicaria la ecuacion
de Cauchy

I" =1In (A.25)
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Los momentos principales de inercia también se pueden obtener graficamente
mediante el circulo de Mohr. En la Figura A.6 se representa un circulo de Mohr para
un tensor de inercia determinado y los valores de los momentos de inercia principales.

I’!/Z A
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Figura A.6 Circulo de Mohr para un tensor de inercia

Observando el circulo de Mohr se pueden extraer las expresiones de los momentos
de inercia principales y de la direccién de los ejes principales de inercia

I, +1 I, — I\?
L= y; j:\/( 92 ) +1, (A.26)
oI
tan20 = — Y= A2
an I, L. (A.27)

A.6 Ejemplos resueltos

Ejemplo A.1

Para la seccién en Z que se muestra en la Figura A.7

) ¢ 0
v= 10,10 m
f
0,60 m »7<M
¢

0,10| m

I

"030m | 0,40 m

Figura A.7 Seccién en Z

Obtener:
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. Las coordenadas del centroide referidas a los ejes de referencia

Los momentos de inercia, el producto de inercia y los radios de giro respecto a
unos ejes paralelos a los de referencia, que pasen por el centroide

Los ejes y momentos principales de inercia

Solucion:

1. Las coordenadas del centroide referidas a los ejes de referencia

La seccién se puede dividir en tres trozos como se muestra en la Figura A.8
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Figura A.8 Seccion en Z. Descomposicion en tres rectangulos

cuyas areas parciales y total son

S1=0,3%x0,1=0,03 m?
Sy =0,1%0,6=0,06 m?
S3=10,3x0,1=0,03 m?
S =514+8+83=0,12 m?

El centroide de la seccién se calcula a partir de las expresiones (A.6) y (A.7).
Considerando las distancias que se muestran en la Figura A.8, las coordenadas
del centroide son

Y1 S1 492 Se+y3 S5 0,55% 0,034 0,35 x 0,06+ 0,15 x 0,03
yC: =
S 0,12
=0,35m

21 51+ 282+ 2383 0,05x0,03+0,3x 0,06+ 0,55 x 0,03
S a 0,12

zZC =

=0,30 m
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2. Los momentos de inercia, el producto de inercia y los radios de giro respecto a
unos ejes paralelos a los de referencia, que pasen por el centroide

Para calcular los momentos de inercia se utilizan las expresiones (A.8), (A.9),
(A.16) y (A.17). Al comienzo, se calculan los momentos de inercia de cada
trozo respecto a unos ejes paralelos a los de referencia (en este caso son los
ejes que pasan por el centroide de la seccién y son paralelos a los considerados
inicialmente). Respecto los ejes y y z locales, los momentos de inercia son

0,3x0,13 0,1x0,33

Ier= == =25-10"m' Lo = 7; —225-107 m*
0,1x0,63 0,6 x 0,13

Lo = + —18-1074m? Loy = >1<72 —50-107% m*
0,3 x 0,13 ; 0,1 0,3 ‘

Lyes = % =925-10% m*  Les= >1<72 =925-10% m?

Aplicando Steiner se obtienen los momentos de inercia del conjunto respecto a
los ejes yo v zc-

I,c = 1,01+ S1 dZ% + Iyco + So dz% + Iycs + S3 dzg
Lo = Lo+ 81 dyi + Leo + S2 dys + Les + S dy;

Las distancias dy; y dz; se muestran en las Figuras A.9 a) y A.9 b), respecti-

vamente.
di
0 <L 0
UA Y
T ——— P —
dz v vYZey
Yo =Ycge i ? Yye=Yop <
dz 1
Zoo=2¢ 73 aYs
| “ I A—»
Yos } ! YCg }
v v
20- v Z
C3 209=2(¢ U3
\ \ V4
a) b)

Figura A.9 Seccién en Z. Distancias para el cdlculo de los momentos y producto
de inercia

Sustituyendo valores numéricos, se obtiene

I,c= 25-107540,03 x (=0,25)% 418 -107% + 0,06 x 0>+
25-107%+0,03 x 0,252 =56 - 10~* m*
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Lo = 225-107940,03 x 0,202 + 50 - 107 + 0,06 x 02+
225-107% 40,03 x (0,202 =29-10"* m*

Para obtener el producto de inercia se utiliza la ecuacién (A.20). Los productos
de inercia de cada trozo respecto a unos ejes que pasen por el centro de gravedad
de cada uno de ellos son nulos, precisamente por estar referidos a dichos ejes.

I, = 51 dy; dzy + So dyz dzo + S3 dyz dz3

Sustituyendo valores numéricos, se obtiene

I, = 0,03 x (—0,25) x 0,20 + 0,03 x 0,25 x (—0,20) = —30-10"* m*

Para calcular los radios de giro se utilizan las expresiones (A.11) y (A.12).
Sustituyendo los valores ya conocidos de area e inercias, se obtiene

V56 - 104

Zy:W:0,216m
\/ . —4
12:2371120:0,155m

. Los ejes y momentos principales de inercia

El tensor de inercia es

I 56-10~% 30-10*
“\30-107% 29-107¢

Resolviendo el determinante

‘ 56-1074—71  30-107%

30-107%  29.107% T ':O

se obtiene la ecuacién caracteristica

I2 —0,0085] +724-107% =0

cuyas raices son los momentos principales de inercia:

L=75-10*m* |, L, =10-10"% m*
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Calculo de la direccion principal correspondiente al momento prin-
cipal de inercia I = I3

561074 — 751071 301071 I\ _ [0
30-1074 29-107%—75-107* m )\ 0

Desarrollando la expresién anterior se obtiene el sistema lineal y homogéneo
de ecuaciones, y teniendo en cuenta la condicién

P+m?=1

se obtiene la direccién del eje principal 1

n; = ( £0,8398 +0,5430 )"

Calculo de la direccion principal correspondiente al momento prin-
cipal de inercia I = I,

56-10% —10-10~4 30-10~4 1\ _[0
30-10* 20-107*—10-10"4 m ) L0

Desarrollando la expresion anterior se obtiene el sistema lineal y homogéneo
de ecuaciones, y teniendo en cuenta la condicién

P+m?=1

se obtiene la direccién del eje principal 2

ny = ( F0,5430 +0,8398 )"

En la Figura A.10 se muestran los ejes principales de inercia de la seccion.
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Figura A.10 Seccién en Z. Ejes principales de inercia

Ejemplo A.2

Para la seccion en L asimétrica que se muestra en la Figura A.11

b c

‘ ‘

\ ¥

Figura A.11 Seccién en L asimétrica
Obtener:

1. Las coordenadas del centroide referidas a los ejes de referencia

2. Los momentos de inercia, el producto de inercia y los radios de giro respecto a
unos ejes paralelos a los de referencia, que pasen por el centroide

3. Analitica y graficamente los ejes y momentos principales de inercia

Datos:

a = 400 mm , b= 300 mm , ¢= 200 mm
Solucién:

1. Obtener las coordenadas del centroide referidas a los ejes de referencia

La seccién se puede dividir en dos trozos, como se muestra en la Figura A.12,

cuyas areas parciales y total son
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Figura A.12 Seccién en L asimétrica. Descomposicién en dos rectangulos

S =0,7x%0,3=0,21 m?

S2=0,2x0,3=0,06 m’

S =851+ Sy =0,27 m?

El centroide de la seccién se calcula a partir de las expresiones (A.6) y (A.7).

Considerando las distancias que se muestran en la Figura A.12, las coordenadas
del centroide son

Y1 S1 412 Sy 0,35% 0,21+ 0,1 x 0,06

¢ S 0,27 0,204 m
21 S1 + 22 So 0,35 x 0,21 + 0,55 x 0,06
= = =0,39%4
= S 0,27 oo

2. Obtener los momentos de inercia, el producto de inercia y los radios de giro
respecto a unos ejes paralelos a los de referencia, que pasen por el centroide

Para calcular los momentos de inercia se utilizan las expresiones (A.8), (A.9),
(A.16) y (A.17). Al comienzo, se calculan los momentos de inercia de cada
trozo respecto a unos ejes paralelos a los de referencia (en este caso son los ejes
que pasan por el centroide de la seccién y son paralelos a los que se consideran
inicialmente). Respecto los ejes y y z locales, los momentos de inercia son

0,3x 0,73 0,7x 0,33

et = % =85,75-10"4 m* L¢y = >1<72 =15,75-10~4 m?
0,2 x 0,33 0,3 x0,23

Iy = =2 = 45100 mt Loy = 202 =2 107w

Aplicando Steiner, se obtienen los momentos de inercia del conjunto respecto
a los ejes yo y zc.

I,c = 1,01+ S1 dZ% + Iyco + So dZ%
Lo = Lo+ S dyf + Lea + So dy3
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Las distancias dy; y dz; se muestran en la Figura A.13).

dz v @ dz,

v
20 20y

Figura A.13 Seccién en L asimétrica. Distancias para el cdlculo de los momentos
y producto de inercia

Sustituyendo valores numéricos, se obtiene

I,c =85,75-10"% 4+ 0,21 x (—0,044)* +45-107° 40,06 x 0, 156>

=108,92-10"% m*
Lo =15,75-10"1 40,21 x 0,056 +2-107* 4 0,06 x (—0,194)?
=46,92-10"% m*
Para obtener el producto de inercia se utilizara la ecuacion A.20. Los productos
de inercia de cada trozo respecto a unos ejes que pasen por el centro de gravedad
de cada uno de ellos son nulos, precisamente por estar referidos a dichos ejes.
Iyz =51 dyy dzg + S dyo dzo
Sustituyendo valores numéricos, se obtiene
I,. =0,21 x 0,056 x (—0,044) + 0,06 x (—0,194) x 0,156
=-23,33-10"* m*

Para calcular los radios de giro se utilizan las expresiones A.11 y A.12. Susti-
tuyendo los valores ya conocidos de area e inercias, se obtiene

10-4
/108,92 -10 —0.2m

W 0,27
. \/46,92-10-2
= e = 0132 m
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3. Obtener analitica y graficamente los ejes y momentos principales de inercia Los
ejes y momentos principales de inercia

El tensor de inercia es

I 108,92-10* 23,33-107¢
—\ 23,33-107*  46,92-107*

Resolviendo el determinante

| 108,92-1074 -1  23,33-107*

23,33-107%  46,92-107* — 1 ‘ =0

se obtiene la ecuacion caracteristica

I? —0,01561 +45,66-107% =0

cuyas raices son los momentos principales de inercia:
I =116,72-10* m* | I, =39,12-107* m*

Calculo de la direccion principal correspondiente al momento prin-
cipal de inercia [ = I;

(108,92 — 116, 72) - 10~ 23,33-1074 I\ _ [0
23,3310 (46,92 — 116, 72) - 10~ m )~ 0

Desarrollando la expresién anterior se obtiene el sistema lineal y homogéneo
de ecuaciones y teniendo en cuenta la condicién

P+m?=1

se obtiene la direccién del eje principal 1

n; = (40,9484 +0,3170 )"
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Calculo de la direccién principal correspondiente al momento prin-
cipal de inercia I = I

(108,92 — 39,12) - 10~* 23,33-1074 I\ [0
23,33-1074 (46,92 — 39,12) - 10~* m )\ 0
Desarrollando la expresién anterior se obtiene el sistema lineal y homogéneo

de ecuaciones y teniendo en cuenta la condicién

P+m?=1

se obtiene la direccion del eje principal 2

ny = ( 70,3170 +0,9484 )"

En la Figura A.14 se muestran los ejes principales de inercia de la seccién.

Yc =

|

\

v 2

ZC

Figura A.14 Seccién en L asimétrica. Ejes principales de inercia

En la Figura A.15 se muestra la solucién gréfica.

[?/Z A

J S ALy Iy)

! ! ! 2 | ! I

0 T T T C T T >
rB(I; Jyz)
<I—2>l
Il
1

Figura A.15 Seccion en L asimétrica. Momentos principales de inercia: solucién

grafica
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