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200 Apuntes de Elasticidad y Resistencia de Materiales

16.1 Estabilidad
Los tres tipos de equilibrio que puede presentar un cuerpo son:

= equilibrio estable
s equilibrio indiferente

= equilibrio inestable

Sea una esfera apoyada sobre una superficie céncava, sobre una superficie plana, y
sobre una superficie convexa, tal como se muestra en la Figura 16.1. Si la esfera de
la Figura 16.1 a) se desplaza una magnitud infinitamente pequenia de su posicién
de equilibrio inicial, esta retorna a la posicién original (equilibrio estable). Si dicho
desplazamiento lo realiza la esfera de la Figura 16.1 b), esta conserva su posicién
de equilibrio (equilibrio indiferente). Por ltimo, al provocar el desplazamiento de la
esfera de la Figura 16.1 c), esta se alejard cada vez més de su posicién de equilibrio
inicial (equilibrio inestable).
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Figura 16.1 Tipos de equilibrio. a) Equilibrio estable. b) Equilibrio indiferente c)
Equilibrio inestable

Se entiende por estabilidad la propiedad de un sistema estructural de mantener su
estado de equilibrio durante el periodo de actuacion de las fuerzas exteriores. Si se
considera la esfera y la superficie de rodadura anteriores como un sistema estructural,
en los casos a y b se dice que el sistema es estable. En el caso c¢ se dice que el sistema
es inestable.

El anélisis de estabilidad de los sistemas eldsticos permite establecer aquellos
valores de las fuerzas exteriores para los que el equilibrio estable se convierte en
inestable. Estas fuerzas reciben el nombre de fuerzas criticas.

Se aclararan estos conceptos con un ejemplo sencillo recogido de la Mecénica
Clésica. Sea la barra rigida AB, articulada sobre un apoyo fijo en A y sostenida en
posicién vertical por un resorte, como se muestra en la Figura 16.2 a).

Si se separa el punto B de su posicién de equilibrio una longitud BB’ = 2z, el
resorte ejerce sobre el extremo superior de la barra una fuerza horizontal k z, siendo
k la rigidez del resorte. Se estudiara la estabilidad del sistema bajo la acciéon de una
fuerza vertical P aplicada en B, y dirigida hacia abajo. Para ello se considerard la
barra en una posicién AB’ proxima a la de equilibrio vertical, como se muestra en
la Figura 16.2 b).

La fuerza P produce un momento P z respecto al punto A, en sentido horario,
que tiende a alejar la barra de su posicién de equilibrio. Por otro lado, el momento
respecto al punto A de la fuerza ejercida por el resorte es k z L, en sentido antihorario,
y tiende a devolver a la barra a su posicién de equilibrio, como se muestra en la
Figura 16.2 c).
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Figura 16.2 Tipos de equilibrio. Estudio de la estabilidad del equilibrio de una
barra articulada y mantenida en posiciéon vertical por un resorte

Asi pues, el equilibrio de la barra en la posicién vertical es estable si se cumple que

kzL>Pz KL>P (16.1)

Es decir, P debe ser menor a un valor critico P4 = K L. Si se supera dicho va-
lor, el sistema pierde la estabilidad. Cuando P = P4, €l equilibrio de la barra es
indiferente.

El caso mas simple de pérdida de estabilidad en cuerpos elasticos corresponde a
una barra comprimida axialmente, como la que se muestra en la Figura 16.3. Cuando
la carga aplicada es lo suficientemente grande, la barra no puede mantener su forma
recta y se flexiona, dando lugar a la pérdida de estabilidad.
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Figura 16.3 Pérdida de la estabilidad de una barra carga axialmente

16.2 Problema de Euler

El planteamiento que sigue fue hecho por el matematico L. Euler! en el tltimo tercio
del siglo XVIII. Por este motivo, al hablar de estabilidad de la barra comprimida se
emplean las expresiones problema de Fuler o estabilidad de la barra segtin Euler.

'Euler, L. Methodus Inveniendi Lineas Curvas Maximi Minime Propietate Gandentes, sier solutio
problematis isoperimetrici latissimo sensu acepti. M. Bousquet, Laussane and Geneva, 1774.
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202 Apuntes de Elasticidad y Resistencia de Materiales

En el planteamiento del problema de Euler se consideran las siguientes hipétesis:

1. La barra es esbelta de seccién constante y esta constituida por un material
perfectamente eldstico. Se considera que no existe imperfeccion geométrica al-
guna.

2. Los ejes y y z, son los principales de inercia.

3. Las tensiones que se generan al comprimir la barra no superan en ningin caso el
limite elastico del material. Se consideran pequenas deformaciones y pequeios
desplazamientos.

4. El material estd libre de tensiones residuales.

5. Las cargas de compresién P aplicadas en las secciones extremas de la barra
resultan de una distribucién constante de tensiones normales sobre esas seccio-
nes. Esto implica que las cargas estan aplicadas exactamente en el centro de
gravedad y en la direccién de la directriz de la barra.

\ 2

Figura 16.4 Estabilidad de la barra de Euler

Se supondré que, por cierta causa, la barra comprimida de la Figura 16.4 recibié cier-
ta flexién. Se van a analizar las condiciones que hacen posible el equilibrio de la barra
con el eje flexionado.

Cuando se consideran pequenos desplazamientos, se verifica la ecuacién

El,2" = M, (z) (16.2)

La flexién de la barra ocurre en el plano XZ, por lo tanto I, es el momento de inercia
de la seccién respecto a un eje perpendicular a dicho plano. El momento flector M, (x)
es, en valor absoluto, igual a P z. Se considerara positivo el momento que aumenta la
curvatura, luego analizando la linea eldstica de la viga de la Figura 16.4, se observa
que la fuerza de compresion P disminuye, en el sentido algebraico de la palabra, la
curvatura. El momento de la fuerza P se orienta de tal manera que, al curvar mas
la linea eléstica, la curvatura se hace mas negativa, es decir, disminuye. Asi pues,

El,2" =—-M,(z)=—-P=z (16.3)
P
Llamando k? = TR sustituyendo esta expresién en la ecuacién (16.3), se obtiene
y

24k =0 (16.4)
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Esta es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden, de coeficientes constantes
(se considera que la inercia es constante) y homogénea. Su ecuacién caracteristica es
r2 + k% = 0, cuyas raices son r = ki, siendo su solucién general

z = Cysen (kx) + Cycos (kx) (16.5)

Las constantes C'y y C5 se calculan a partir de las condiciones de contorno.

2=0 = 2=0 = Cy=0 (16.6)
xr=L = 2=0 = Cisen(kL)=0 (16.7)

La ecuacién (16.7) tiene dos soluciones posibles: C; = 0 6 sen (kL) = 0. Si la primera
solucién es la correcta, se verifica que C; = Cy = 0; es decir, los desplazamientos z
son nulos y la barra queda en la configuracién inicial. En el segundo caso k L = n,
siendo n un ntimero entero, arbitrario, mayor que 1. Teniendo en cuenta la expresion
de k2, se obtiene
5 nim? P n?m’EI,
=ro-=—+ => P=—"%Y (16.8)
L2 EI, L2

La ecuacion anterior implica que para que la barra mantenga la forma curvilinea es
necesario que la fuerza P tenga unos valores determinados. La fuerza minima, P,
no igual a cero, se obtiene cuando n = 1.

mEI,

12
Esta fuerza se denomina primera carga critica o fuerza de Euler. Cuando n = 1,
kL = 7 y la ecuacion de la linea eldstica (16.5) es

Py = (16.9)

z = Cqsen (%) (16.10)

La barra se flexiona segtin una semionda sinusoidal cuya amplitud maxima es C'.
Para cualquier otro valor entero de n, la ecuacién de la linea elastica es
nmx

2= Cysen (T) (16.11)

Es decir, la linea elastica de la barra se representa por una curva compuesta por n
semiondas, como muestra la Figura 16.5, que corresponden a las diferentes configu-
raciones de equilibrio de la misma.

P n=q _n=3 _"=2

n=1
Figura 16.5 Posibles configuraciones de equilibrio de la barra de Euler
La ecuacién (16.11) depende del valor de la constante Cy, por lo que se podria pen-
sar en un equilibrio indiferente al ser posibles infinitas configuraciones de equilibrio

correspondientes a los distintos valores de C;. Sin embargo, se ha admitido en el
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desarrollo realizado la hipétesis de pequenios desplazamientos, lo cual no es admi-
sible cuando la carga es superior a P, ya que las deformaciones aumentaran con
gran rapidez (como se comprueba experimentalmente) y no se puede prescindir del
término z’?. En dicho caso hay que utilizar la ecuacién diferencial

EI "
_ZWE __ ps (16.12)
(14 27)2
Integrando esta ecuacién y sustituyendo z por é se obtiene la flecha w (%) en el

punto central

L LVvs8 [ P 1 P
Z)==ve T R 1
w<2> 7\ Pan [l 8 (Pm»t—lﬂ (16.13)

Observando esta expresion se obtienen las siguientes conclusiones:

s Si P< Py, w (%) resulta imaginaria, lo cual no tiene sentido fisico. La con-
figuracion recta es la tinica posible

» Si P= Py, w (é) = (. La barra tiene una configuracién recta

= Si P> P, w (%) es real. Es decir, la deformada esta definida y el equilibrio
solo es posible mediante configuraciones curvas.

Como para cada valor de P corresponde una deformada diferente, no hay po-
siciones de equilibrio indiferente. Si crece P por encima de P, la flecha aumenta
muy rapidamente.

PA

P,

crit

> 2
0

Figura 16.6 Curvas carga-desplazamiento. Rama A: Pilar ideal eldstico con
pequenos desplazamientos. Rama B: Pilar ideal elastico con grandes
desplazamientos

La rama B de la grafica de la Figura 16.6 se observa como al alcanzar el pilar la carga
critica, se requiere una carga creciente para producir un aumento del desplazamiento.
En la misma figura se ha representado el desplazamiento considerando pequenos
desplazamientos (rama A), donde se observa que el desplazamiento no estd definido
a partir de la carga critica.

16.3 Dependencia entre la carga critica y las condiciones
de apoyo de la barra

Generalmente, los extremos de la barra se apoyan de alguna de las formas represen-
tadas en la Figura 16.7.
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Figura 16.7 Dependencia entre la carga critica y las condiciones de apoyo de la
barra

En la barra biarticulada analizada para la deduccién de la férmula de Euler, se
demostré que la flexién de esta durante el pandeo ocurre segin una semionda de
sinusoide, obteniéndose la expresién de la fuerza critica indicada en la ecuacion (16.9).
Se llamara al problema de Euler caso fundamental. Es posible utilizar la solucién
obtenida para el caso fundamental para otras condiciones de apoyo de la barra. Asi,
por ejemplo, si la barra se empotra en un extremo y se deja libre en el otro, la
linea elastica de la barra podra ser transformada en la linea elastica de una barra
biarticulada como se indica en la Figura 16.8.

P—>» «7p

Figura 16.8 Obtencion del coeficiente de esbeltez 5 de una barra empotrada-libre
a partir de la barra articulada-articulada

Observando dicha figura, se puede concluir que la carga critica correspondiente a
una barra de longitud L empotrada en un extremo, serd igual a la carga critica
correspondiente al caso fundamental para una barra de longitud 2L.

w2 El,
Pcrit = (2L)2 (1614)

En el caso de una barra biarticulada con un apoyo en mitad de la misma, al perder la
estabilidad se flexiona segin dos semiondas. Es decir, cada uno de sus vanos pierde
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la estabilidad de la misma forma que el caso fundamental para una barra de longitud

L

3 Por lo tanto, la carga critica es

mEI,
L 2
2

Generalizando las ecuaciones obtenidas, se puede determinar una expresion general
de la fuerza critica para una barra comprimida, y para cualquier tipo de apoyo, como

Py = (16.15)

m?El,
(BL)”

5 es el coeficiente de esbeltez, que depende de las condiciones de apoyo de la barra.
De acuerdo con lo anterior, se denomina longitud de pandeo Lj de una pieza sometida
a un esfuerzo normal de compresion a la longitud que deberia tener la pieza del caso
fundamental, para tener la misma carga critica que la pieza real considerada. La
longitud de pandeo viene dada por la expresion Ly = L.

(16.16)

crit =

De la ecuacién (16.16) se puede concluir que, cuanto menor es 3, mayor sera la
carga critica y, por lo tanto, la carga admisible sobre la barra. Por ejemplo, la carga
critica de la barra empotrada en sus dos extremos es 16 veces mayor que la de la
barra empotrada en un extremo y libre en el otro. Por este motivo, alli donde resulte
posible, se deben empotrar rigidamente los dos extremos de la barra; sin embargo,
en la préactica, esto no es siempre posible. Los elementos que sirven de apoyo de
los extremos de las barras presentan, siempre, un cierto grado de elasticidad, y esto
introduce cierta indeterminacién en los calculos. Por eso, muy a menudo, el calculo
se realiza considerando que los extremos estan articulados, lo que va a favor de la
seguridad.

16.4 Dominio de aplicaciéon de la féormula de Euler

Al deducir la féormula de Euler, se empleé la ecuacion diferencial de la linea eldstica
que se basa en la ley de Hooke, la cual es valida mientras no se sobrepase la tension del
limite de proporcionalidad del material (¢;,) hasta un valor que se denominara tensiéon
critica (oeit), es decir

Pri
Oorit = CSt <o, (16.17)

Esta tensién critica es igual a la tensién que se produce en cualquier seccién trans-
versal de la barra al actuar la carga critica
Pes 2F1,
crit T Y
- 2
S S(BL)

(16.18)

Ocrit =

siendo S el area de la seccion transversal de la barra.
. . /1
El radio de giro i, de la seccién transversal de una barra es i, = Zy La ecuacién

(16.18) puede escribirse en funcién del radio de giro como
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A la magnitud ’ff—L, que caracteriza la influencia de las dimensiones de la barra y
. . Y .
las condiciones de apoyo de sus extremos, se la denomina esbeltez de la barra, es

una magnitud adimensional, y se denota por \. Se pueden reescribir las ecuaciones
(16.16) y (16.19) en funcién de la esbeltez

(16.19)

Ocrit =

m’ES

PCrft T (1620)
2
K

Oait = o (16.21)

Hasta ahora se ha empleado el momento de inercia correspondiente al eje y de la
seccion recta, al suponer solo la posibilidad de pandeo en el plano XZ. Sin embargo,
si no estd impedido el movimiento, la barra puede pandear en cualquier plano. De
la ecuacién (16.21) se deduce que la barra pandeara en el plano de mayor esbeltez
(Amax)- Si las condiciones de apoyo en ambos planos son iguales, el pandeo se produ-
cird en el plano definido por X y el eje de mayor inercia de la seccién recta (alrededor
del eje de menor inercia).

La validez de la férmula de Euler planteada en la ecuacién (16.17), reescrita en
funcién de la esbeltez méaxima, es

2
mFE
Oerit = Y3 — <op (16.22)
max
Despejando la esbeltez de la ecuacién (16.22), se obtiene el valor minimo de tener
esbeltez de una barra para que se pueda aplicar la férmula de Euler

2
E
Ain > 1| =2 (16.23)
Op

La curva ABC de la Figura 16.9 representa la ecuacién (16.23), y se denomina
hipérbola de Euler.

Los pilares que pueden ser calculados a pandeo con la teoria de Euler se denomi-
nan pilares esbeltos.

Los pilares con una esbeltez maxima muy baja, pueden fallar por resistencia antes
de que se alcance la tension critica de compresién. Los pilares con este tipo de fallo
se denominan pilares cortos.

Existe una zona intermedia, en la que el calculo no se puede realizar por compre-
sién, puesto que la barra es suficientemente larga y mantiene en su comportamiento
las particularidades relacionadas con el fenémeno de la pérdida de estabilidad, y
tampoco se puede aplicar el calculo de la estabilidad segin Fuler, puesto que en
el material de la barra surgen deformaciones plasticas. Son los denominados pilares
medios. Para tratar este tipo de pilares se han planteado diversas teorias, aunque no
van a ser tratadas en este tema.
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Figura 16.9 Hipérbola de Euler
16.5 Compresion excéntrica de una barra esbelta

Sea la barra considerada en el caso fundamental sometida a una carga con excentri-
cidad e, como se muestra en la Figura 16.10 a).

i i
rhd

L z
a) b)

Figura 16.10 Compresion excéntrica de una barra esbelta

Al flexionarse la barra, como se muestra en la Figura 16.10 b), se origina en cada
seccion de la misma un momento flector de valor

M,y (z) = P(e+ z) (16.24)

La ecuacién diferencial de la curva eldstica, considerando pequenos desplazamientos,
es

El,2" = —My(z) = —P(e+z) (16.25)
P
Haciendo k? = ——, la ecuacién (16.25) queda como
El,
2+ Kz = —k%e (16.26)

La solucidn general de la ecuacién (16.26) es
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z = Cysen (kx) + Cycos (kx) — e (16.27)

Las constantes C'; y C se calculan a partir de las condiciones de contorno.

r=0 = 2=0 = (Cy=e (16.28)
r=L = 2z=0 = Cisen(kL)+e(cos(kL)—1)=0 (16.29)

De (16.29) se obtiene que

cos (kL) —1 L
_ _ d 16.
Ci=e sen (KL) e tan <k2> (16.30)
La ecuacion de la curva esldstica es
L
z = etan <k2> sen (kz) + ecos (kz) —e (16.31)

El momento flector méximo se produce en la seccién de zp4, v esta se produce en
L

r = —.

2

L L L L
Zmax = etan <k2) sen <k2> + e cos <k2> — e =esec <k2) —e (16.32)

Siendo el momento flector maximo

M,

Ymiax

L
= P(e+ z) = Pesec (k:2> (16.33)
Se observa que el momento flector obtenido es el momento flector de primer orden

(Pe) multiplicado por el coeficiente sec (k%) Cuando se alcance la carga critica, el
valor de la secante se hace infinito

]{:L P, crit L
Sec —_— = SecC — =
2 El, 2

sec

(16.34)

16.6 Ejercicios propuestos

Ejercicio 16.1

Un pilar de longitud L y seccién rectangular transversal hueca, como se muestra en
la Figura 16.11, estd empotrado en la base y libre en la cabeza.
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Figura 16.11 Seccién rectangular hueca

Se pide:
1. Las propiedades estaticas de la seccién: drea S e inercias principales I, I,

2. La clasificacion en el pilar en corto, medio o largo

3. En caso de ser largo, determinar la carga critica de pandeo utilizando la teoria

de Euler
4. La carga critica si la cabeza del pilar tiene impedido el desplazamiento en el
plazo XZ
Datos:
L = 5m, a=50mm , =100 mm , ¢t =10 mm

E = 210 GPa , 0. =248 MPa

Solucion:

1. Las propiedades estaticas de la seccién: drea S e inercias principales I, I,

S = 2600 mm?
I, = 861,667 - 10° mm*
L. = 2886,667 - 10> mm*

2. La clasificacién en el pilar en corto, medio o largo

Se trata de un pilar largo.

3. En caso de ser largo, determinar la carga critica de pandeo utilizando la teoria
de Euler

Py = 17849,87 N

4. La carga critica si la cabeza del pilar tiene impedido el desplazamiento en el
plazo XZ

Py = 959827,73 N
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Ejercicio 16.2

La Figura 16.12 muestra las secciones transversales de dos pilares, de longitud L,
sometidos a una carga de compresion centrada. Ambos estan empotrados en la base.
El pilar de secciéon transversal dos IPN en cruz esta libre en la cabeza. El pilar de
seccion transversal dos UPN empresilladas, estd articulado en la cabeza.

2 IPN 180 cn cruz
I 2 UPN 120
N

<@

A
13
7

<
A

Figura 16.12 Secciones transversales de pilares
Obtener:

1. Cual de los dos pilares perdera la estabilidad antes y la carga critica corres-

pondiente
Datos:
L = 5m
E = 210 GPa
2 IPN 180 2 UPN 120
S =553-10"*m? S=548-10"*m?
I, =1530-10%m* I, =1560-10"%m*
I.,=1530-10"8m* I, =1580-10"%m?*
Solucion:

1. Cual de los dos pilares perdera la estabilidad antes y la carga critica corres-
pondiente

El pilar en seccién transversal 2 IPN 180 en cruz perdera la estabilidad antes.
La carga critica correspondiente es:

P = 317,110 kN
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Ejercicio 16.3

Un pilar empotrado en la base y libre en la cabeza, de longitud L, tiene de seccién
transversal la que se muestra en la Figura 16.13, formada por perfiles laminados
soldados, fabricados en acero S275 JR.

2 IPN 400 perpendiculares

I

Y
z

Figura 16.13 2 IPN 400 perpendiculares

Obtener:
1. La carga critica de pandeo segin Euler

2. La carga de pandeo segun el Cédigo Técnico de la Edificacién

Datos:
L = 10m
E = 210 GPa , f, =275 MPa , vy =1,05
2 IPN 400 perpendiculares
S =236-10"%m?
I, = 30370 - 108 m*
I, =55700- 108 m?
iy =11,3-10"?m
i,=154-10"?m
Solucion:

1. La carga critica de pandeo segin Euler

Py = 1573,634 kN

2. La carga de pandeo segun el Cédigo Técnico de la Edificacién

Porg = 1174,38 kN

(c) 2011 Santiago Torrano & D. Herrero Pérez



