Leccion 14

Sistemas hiperestaticos
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14.1 Meétodo de las fuerzas para el calculo de sistemas
hiperestaticos

Este método es vélido para el célculo de estructuras con hiperestaticidad external

y/o con hiperestaticidad interna?.

Las incégnitas en este método son fuerzas (esfuerzos o reacciones). El método
consiste en escoger tantas incoégnitas hiperestaticas como grado de hiperestaticidad
presente la estructura. Tales incognitas son aplicadas como cargas exteriores sobre la
estructura inicial, exenta de los grados de libertad que estas incégnitas coaccionaban.
De esta forma, la estructura original se transforma en una estructura isostatica de-
nominada estructura isostdtica fundamental. Por tanto, las reacciones y las leyes de
esfuerzos de la estructura isostatica fundamental son funcién de las cargas externas
y de las reacciones hiperestaticas.

En la estructura hiperestética de la Figura 14.1 a), de grado de hiperestaticidad
he = 2, se han escogido el momento en A y la reaccién horizontal en B como
incdgnitas hiperestaticas. La estructura isdstatica fundamental es la mostrada en la
Figura 14.1 b).
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Figura 14.1 a) Estructura hiperestatica. b) Estructura isostatica fundamental

Debe verificarse que los desplazamientos en los grados de libertad suprimidos de la
estructura hiperestatica coincidan con los de la estructura isostdtica fundamental.
Esto implica el planteamiento de tantas ecuaciones de compatibilidad de despla-
zamientos como incognitas hiperestaticas. Resolviendo el sistema formado por las
ecuaciones de compatibilidad se obtiene el valor de las incégnitas hiperestaticas.

Desde un punto de vista practico, es necesario realizar los siguientes pasos para
resolver un problema hiperestatico:

1. Determinacién del grado de hiperestaticidad, seleccién de las incégnitas hiper-
estaticas y obtencién la estructura isostatica fundamental

2. Obtencién de las leyes de esfuerzos de la estructura isostatica fundamental®

3. Planteamiento del sistema de ecuaciones de compatibilidad?

'La estructura es interiormente isostatica pero tiene un niimero excesivo de condiciones de apoyo.

2La estructura tiene un nimero excesivo de barras pero es externamente isostética.

3Sersn funcién de las cargas exteriores, de las reacciones y de las incégnitas hiperestéticas.

4Tantas ecuaciones como grado de hiperestaticidad. Cada una de estas ecuaciones planteard la
nulidad (o un valor concreto si el desplazamiento o giro tiene un valor conocido) del grado de libertad
liberado en la estructura isostatica fundamental.
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4. Obtencién de las incégnitas hiperestatica mediante la resolucion del sistema de
ecuaciones de compatibilidad

5. Resolucién de la estructura original con las reacciones hiperestaticas actuando
como cargas exteriores

14.2 Sistemas hiperestaticos sometidos a flexion

14.2.1 Aplicacion del Teorema de las Fuerzas Virtuales

El Teorema de las Fuerzas Virtuales es un método potente muy 1til para la resolu-
cién manual de este tipo de problemas. Para el caso de la estructura hiperestatica de
la Figura 14.1 a), es necesario plantear junto a la estructura isostatica fundamental
mostrada en la Figura 14.1 b), dos estructuras virtuales, una por cada uno de los gra-
dos de libertad correspondientes a las incégnitas hiperestaticas. En la Figura 14.2 a)
y en la Figura 14.2 b) se muestran dichas estructuras.

Figura 14.2 Estructuras virtuales: a) 4. b) up

Conocidas las leyes de esfuerzos de la estructuras isostatica fundamental y de cada
una de las virtuales, se plantean las ecuaciones de compatibilidad 04 = 0y ug = 0,
utilizando el Principio de las Fuerzas Virtuales °.

Del sistema formado por las dos ecuaciones de compatibilidad se despejan las
incognitas hiperestdticas M4, y Rp, (Figura 14.1 b)). Sustituyendo sus valores en
las leyes de esfuerzos y reacciones de la estructura isostatica fundamental se obtienen
las leyes de esfuerzos y reacciones de la estructura hiperestatica inicial.

14.3 Ejercicios propuestos

Ejercicio 14.1

Para la estructura que se muestra en la Figura 14.3
Obtener:

1. Reacciones en los apoyos

2. La expresién analitica de las leyes de esfuerzos para los tramos A-By C-B

5Normalmente no se consideran las deformaciones debidas a los esfuerzos axiles, por lo que dicho
término queda eliminado de la expresién del Principio de las Fuerzas Virtuales

(c) 2011 Santiago Torrano & D. Herrero Pérez



182 Apuntes de Elasticidad y Resistencia de Materiales

e B
7

%HHLHHD

| 2L |

L

Figura 14.3 Estructura hiperestatica de dos barras

Datos:
L = 2m
g = 10kN/m , M =80 kN/m
E = 210 GPa
I, = 2770-107% m*
Solucion:

1. Reacciones en los apoyos
Ry, = 45,714 kN (—)
Ry. =40 kN (1)

My = 68,572 kN-m ()
Reoy = 45,714 kN (+—)

2. La expresion analitica de las leyes de esfuerzos para los tramos A-B'y C-B

Tabla 14.1 Expresién analitica de las leyes de esfuerzos

Tramo N, V. M,
AB -45,714 40 — 10z  —5x% + 40z — 68,572
CB 0 45,714 45,714z

Ejercicio 14.2

El apoyo B de la estructura que se muestra en la Figura 14.4, ha sufrido un descenso
Awp al aplicarle las cargas.

Obtener:
1. Reacciones en los apoyos

2. La expresién analitica de las leyes de esfuerzos para los tramos A-By B-C
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Figura 14.4 Viga continua con asiento diferencial en un apoyo

Datos:
L = 2m
g = 10kN/m , M =60 kN/m
E = 20 GPa
I, = 180-10%m?
Awg = 5 mm
Solucién:

1. Reacciones en los apoyos
Ra, =0 kN
Ry, =48,375 kN ()
Rp. =84,5 kN (1)
Re., = 23,875 kN (1)

2. La expresion analitica de las leyes de esfuerzos para los tramos A-By B-C

Tabla 14.2 Expresién analitica de las leyes de esfuerzos

Tramo Ny V., M,
AB 0 -48,375 —48, 375x + 60
BC 0 —10x + 56,125 —5z2 + 56,1252 — 129

Ejercicio 14.3

Para la estructura que se muestra en la Figura 14.5
Obtener:

1. El valor de M para que el desplazamiento vertical del punto C' sea nulo

2. Reacciones en los apoyos, teniendo en cuenta el valor de M calculado en el
apartado anterior

3. La expresion analitica de las leyes de esfuerzos para los tramos A-By B-C

(c) 2011 Santiago Torrano & D. Herrero Pérez



184 Apuntes de Elasticidad y Resistencia de Materiales

— N\
A

v @'Mﬂqc

%

| L |

Figura 14.5 Estructura hiperestatica de dos barras con apoyo elastico

Datos:
L = 4m
I, = 836-107° m*
g = 20kN/m
= 210 GPa
E = 5-10° kN/m
Solucién:

1. El valor de M para que el desplazamiento vertical del punto C' sea nulo

M = 165, 333kN-m

2. Reacciones en los apoyos

Rar =0kN

R = 40 kN (1)

May = 58,667 kN-m ()
Re, =0 kN

3. La expresion analitica de las leyes de esfuerzos para los tramos A-By B-C

Tabla 14.3 Expresién analitica de las leyes de esfuerzos

Tramo N, V. M,
AB 40 0 58,667
BC 0 —2,522+40 —0,83323 + 40z — 106, 667
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