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TEMA 1

Exploracion de datos

I.1. Introduccién

La estadistica utiliza datos para conseguir comprensién sobre un fenémeno. Bési-
camente, esta comprension es una consecuencia de la combinacién entre conocimien-
tos previos sobre el fenémeno y nuestra capacidad para utilizar graficos y calculos
para extraer informacién de los datos.

En contextos industriales se recogen a menudo grandes conjuntos de datos co-
rrespondientes a un gran nimero de variables. Un efecto contradictorio aparece: por
una parte, cuanto méas datos, mas informacién podemos extraer sobre las variables
de interés, pero a la vez es mas dificil su extraccion.

En este contexto aparece una primera etapa fundamental frente a un conjunto
de datos: la exploracion, que se realiza a través de representaciones gréficas y del
célculo de unas cuantas medidas numéricas bien escogidas.

Para tener las ideas claras, unos cuantos graficos pueden proporcionarnos in-
formacion mas valiosa que procedimientos sofisticados que no dominamos. En esta
asignatura, veremos en temas posteriores métodos més sofisticados de analisis pero
dedicamos ahora un capitulo a recordar las técnicas elementales con el objetivo de
fomentar reacciones sanas frente a un conjunto de datos.

Aun cuando el conjunto de datos presenta varias variables, se debe empezar por
el estudio individual de cada una.

I.2. Unos cuantos términos

= Un conjunto de datos describe individuos, que pueden ser personas pero
también objetos. Por ejemplo, asociados a esta clase, podemos considerar que
los individuos son los alumnos.

» Consideramos variables asociadas a este conjunto de datos, distinguiremos en-
tre variable cuantitativa , que asocia un nimero a cada individuo, o va-
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riable cualitativa , que coloca cada individu en una categoria. Ejemplos de
variables cuantitativas asociadas a la clase: peso, altura o edad. El sexo o el
grupo sanguineo son en cambio variables cualitativas.

= Un concepto fundamental que utilizaremos con frecuencia corresponde a la
distribucion de una variable X asociada a un conjunto de datos. Describir la
distribucién de X corresponde a establecer la lista de los valores que toma X
junto con la frecuencia con la que toma cada valor. Hablaremos de frecuencia
absoluta de un valor para denotar el niimero de veces que aparece este valor
en el conjunto de datos, mientras que la frecuencia relativa corresponde a
la proporcién (o el porcentaje) de veces que aparece este valor.

En particular, una de las caracteristicas interesantes de un conjunto de datos
consiste en determinar si presenta mucha o poca variabilidad.

Ejemplo 1.2.1 Consideremos por ejemplo la distribucion del grupo sanguineo en
una clase presentada en la tabla siguiente:

Grupo || Frec. absoluta | Frec. relativa

A 51 51/145=0.35
B 19 0.13
) 5 0.03
AB 70 0.49

¢ Qué representa la suma de la sequnda columna (Frec. absoluta)? ;Cuanto vale la
suma de la tercera columna?

I.3. Tabulacién y representaciones graficas

Las representaciones graficas son una herramienta fundamental para extraer in-
formacion de forma visual de un conjunto de datos. Pueden ser mucho mas ttiles
que procedimientos sofisticados que uno no domina...

I.3.1. Graficas para variable cualitativa

Para un conjunto de datos descritos por una variable cualitativa, podemos rea-
lizar dos tipos de graficas:

1.3.1.1. Diagrama de barras

Para cada valor que toma la variable en el conjunto y que indicamos en el eje
horizontal, representamos en el eje vertical su frecuencia absoluta o relativa, en forma
de una barra. En el caso del ejemplo 1.2.1, obtenemos el diagrama de barra de la
figura 1.1. Cabe destacar que se suelen ordenar los valores de la variable por orden
decreciente de frecuencias.

1.3.1.2. Diagrama de sectores

Si el conjunto no presenta demasiados valores distintos, también podemos utilizar
el diagrama de sectores, donde cada valor ocupa un sector circular cuya &area es
proporcional a su frecuencia.
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Figura I.1: Diagrama de barras, frecuencias absolutas, para el ejemplo 1.2.1 del grupo
sanguineo,

Para el ejemplo 1.2.1, calculemos el angulo que ocupara el sector para cada uno
de los valores AB, A, B, O. Por una regla de tres, deducimos que si el circulo entero
(360 grados) representard el nimero total de datos en el conjunto, es decir 145
individuos, el valor AB con una frecuencia de 70 individuos deberd ocupar un sector
de 70/145 x 360 = 174°. Asimismo, el valor A ocupara 126°, el valor B 48°, mientras
que el valor O ocupard solamente 12°. El diagrama de sectores correspondiente se
representa en la figura 1.2.

I.3.2. Graficas para una variable cuantitativa

Nos centramos ahora en variables cuantitativas. Los conjuntos que examinaremos
se presentardn o bien en forma bruta: un fichero con una columna para cada variable,
donde cada fila representa un individuo, o bien en forma ya tabulada, es decir donde
los datos estdn agrupados.

Para datos agrupados, consideremos mediciones del contenido en nitrato de una
muestra de agua:

Valor ‘ Frecuencia H Valor ‘ Frecuencia

045 |1 049 |8
0.46 | 2 0.50 | 10
047 |4 051 |5
048 |8 0.51 |8

También se puede representar graficamente mediante un diagrama de barras esta
distribucién de frecuencias, indicando en el eje Ox los valores que puede tomar la
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AB

Figura 1.2: Diagrama de sectores para el ejemplo 1.2.1 del grupo sanguineo,

variable y en el eje Oy sus frecuencias. Obtenemos asi un diagrama de barras en el
ejemplo de las mediciones de la concentracién en nitrato, ver figura 1.3.
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Frecuencias

0.45 0.46 0.47 0.48 0.49 0.50 0.51 0.52

Mediciones de la concentraci n

Figura 1.3: Diagrama de barras para las concentraciones de nitrato

En el caso en que el conjunto presente muchas valores préximos pero distintos,
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agrupamos los datos por clases, tal como lo veremos en los apartados siguientes.

1.3.2.1. Ejemplo: mediciones de la velocidad de la luz

Consideramos para ilustrar los conceptos que introduciremos en el resto del te-
mael conjunto de datos de Newcomb (http://www.dmae.upct.es/~mathieu). New-
comb fue el primero en conseguir jen 1882! una estimacién bastante precisa de la
velocidad de la luz. Las mediciones recogidas a continuacién corresponden a los
tiempos codificados que tardé un rayo de luz en recorrer el camino de ida y vuelta
desde el laboratorio de Simon Newcomb situado en el Rio Potomac hasta un espejo
situado en la base del “Washington Monument”, en total una distancia de 7400m.
Para obtener los tiempos en nano segundos (10~%s) no codificados, hay que afiadir
24800 a cada dato.!

Tiempos codificados: 28, 26, 33, 24, 34, -44, 27, 16, 40, -2, 29, 22, 24, 21, 25, 30, 23,

29, 31, 19, 24, 20, 36, 32, 36, 28, 25, 21, 28, 29, 37, 25, 28, 26, 30, 32, 36, 26, 30, 22,

36, 23, 27, 27, 28, 27, 31, 27, 26, 33, 26, 32, 32, 24, 39, 28, 24, 25, 32, 25, 29, 27, 28,
29, 16, 23

Al observar estos datos, podemos realizar dos comentarios:

1. ;Por qué Newcomb repitié tantas veces las mediciones, y no se limité a realizar
el experimento una vez? Porque los datos resultados del experimento presentan
una cierta variabilidad: por mucho que haya intentado controlar las condiciones
experimentales para mantenerlas constantes, el resultado es imprevisible. La
medicién estd siempre perturbada por un “ruido” incontrolable...

2. ;Qué hacer con estos datos? A la vista de estos datos, jcudl es el valor que
podriamos tomar como la velocidad de la luz? Debemos encontrar un valor
que sea representativo de las 66 mediciones realizadas. Se suele escoger la
media, pero para asegurarnos de que ésta es representativa del conjunto, es
util establecer la tabla de frecuencias y visualizar el conjunto a través de un
histograma, tal como lo vemos en la seccién siguiente...

1.3.2.2. Tabla de frecuencias y histograma

En el caso en que el conjunto presente muchas valores proximos pero distintos,

empezamos por agrupar los datos por clases: ordenamos los datos por orden cre-
ciente, dividimos el rango de los valores en clases de igual amplitud, y colocamos
cada dato en la clase que le toca. A continuacién podemos realizar el recuento de
las frecuencias de cada clase.
;. Cuantas clases escoger? La eleccion del nimero de clases es una problema que
no admite una solucion perfecta que sirva para todos los conjuntos de datos. Una
regla aproximada llamada regla de Sturges consiste en escoger 1+1logy(n) clases para
un conjunto con n datos.

Para le ejemplo de las mediciones de Newcomb, los datos ordenados se presentan
como:

'Fuente: Moore, David S. and McCabe, George P. (1989). Introduction to the Practice of Sta-
tistics, W. H. Freeman and Company: New York, NY, pp 3-16.
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Pos 1 2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 (1011|1213 |14 |15

Dato | -44 | -2 |16 | 16 | 19 | 20 | 21 | 21 | 22 | 22 | 23 |23 |23 |24 | 24

Pos 16 |17 |18 {19 |20 |21 |22 |23 |24 (25|26 |27 |28|29 |30

Dato | 24 |24 |24 | 25|25 |25 | 25|25 |26 |26 |26 |26 |26 | 27 | 27

Pos |31 |32|33 (34|35 |36 |37|38(39 40|41 |42 |43 |44 |45

Dato | 27 |27 | 27 | 27 | 28 | 28 | 28 | 28 | 28 | 28 | 28 |29 |29 | 29 | 29

Pos |46 |47 |48 |49 | 50 | 51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | b7 | 58 | 59 | 60

Dato |29 |30 |30 |30 |31 |31 |32|32(32]32|32|33|33]|34]36

Pos |61 |62 |63 | 64|65 |66

Dato | 36 | 36 | 36 | 37 | 39 | 40

Utilizamos por ejemplo clases de amplitud 5 empezando en -45 y acabando en
40, y realizamos el recuento de las frecuencias de cada clase:

Clase Frecuencia || Clase Frecuencia || Clase Frecuencia
| —45,-40] | 1 ]—15,—-10] | 0 115,20] | 4

| —40,-35] | 0 | — 10, —5] 0 ]20,25] | 17

]| —35,-30] | 0 ] —5,0] 1 125,30] | 26

] —30,-25] | 0 10, 5] 0 130,35] | 10

| —25,-20] | 0 15, 10] 0 135,40] | 7

| —20,—-15] | 0 110, 15] 0

Cuando establacemos la tabla de frecuencias de una variable cuantitativa, indi-
camos también las frecuencias acumuladas de cada clase: la frecuencia absoluta
(relativa) acumulada de una clase es el nimero (proporcién) de datos que pertenecen
a esta clase o a alguna clase anterior.

La tabla completa de frecuencias tal como nos la suele presentar un programa
de estadistica incluye las frecuencias absolutas y relativas asi como las frecuencias
acumuladas absolutas y relativas. Para el ejemplo de las mediciones de Newcomb,
la tabla completa se puede ver en la Tabla 1.1 més abajo.

Por otra parte, los datos tabulados se examinan con mas comodidad a través
de representaciones graficas. En el eje Ox aparecen las clases y en el eje Oy las
frecuencias, el diagrama resultante se llama histograma. En la figura 1.4, aparece el
histograma para las mediciones de Newcomb. Se pueden representar histogramas de
frecuencias absolutas, relativas, absolutas acumuladas o relativas acumuladas.

1.3.2.3. Coémo interpretar un histograma

Las representaciones gréficas describen la distribucién de la variable en el con-
junto. Al examinarlos hay que que intentar contestar a las siguientes preguntas, para
resumir las caracteristicas de la distribution.

1. ; Es el histograma simétrico? Es decir, japarece un punto central, respecto
al cual, los valores se van repartiendo de manera aproximadamente simétrica?
Esta es la situacion clasica para un conjunto de mediciones: el valor central
seria lo mas representativo de lo que intentamos medir, y las mediciones van
sobrevalorando e infravalorando de manera simétrica este valor. Si no conside-
ramos los valores -44 y -2 en el conjunto de Newcomb, por ser muy diferentes
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Clase Frecuencias Frec. Acumuladas
Absolutas | Relativas( %) | Absolutas | Relativas( %)

[ — 45, —40] 1 15 1 15
] — 40, —35] 0 0.0 1 1.5
] - 35,-30] 0 0.0 1 1.5
] 30,-25] 0 0.0 1 1.5
] —25,-20] 0 0.0 1 1.5
]~ 20, 1] 0 0.0 1 1.5
| — 15, -10] 0 0.0 1 1.5
] 10, 5] 0 0.0 1 15
|~ 5,0] 1 1.5 2 3.0
10, 5] 0 0.0 2 3.0
15, 10] 0 0.0 2 3.0
110, 15] 0 0.0 2 3.0
115, 20] 4 6 6 9
20, 25] 17 25.7 23 34.7
125, 30] 26 39.3 49 74
130, 35] 10 15.3 59 89.3
135, 40] 7 10.7 66 100
TOTAL 66 100.0

Tabla I.1: Tabla de frecuencias, mediciones de Newcomb.

Histograma, mediciones de Newcomb
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Figura I.4: Histograma para las mediciones de Newcomb

del resto del conjunto, podemos decir que la distribucién de las mediciones es
aproximadamente simétrica.

2. ;Posee la distribucién colas largas?
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i Posee el histograma un maximo claro inico? En este caso hablamos de histo-
grama unimodal.

i Aparecen datos atipicos?, es decir datos que se alejan del patrén global de los
datos. Para el conjunto de Newcomb, dos datos aperecen claramente atipicos: -
44 y -2, mientras que las 64 mediciones restantes estan entre 15 y 40. Al detectar
datos atipicos, debemos comprobar que no se deban a errores tipograficos,
vy buscar si estan asociados a unas circunstancias experimentales especiales.
Podremos entonces decidir corregirlos u omitirlos del estudio.

., Donde localizamos el centro aproximado de los datos?

i Presentan los datos mucha dispersién?, lo que se traduce en la forma pun-
tiaguda o chata del histograma. En el caso de mediciones, el hecho de que los
datos estén concentrados revela que se consiguié una buena regularidad en el
proceso de medicidn...

En la figura 1.5, presentamos varios patrones de histogramas.

1.4.

Histograma aprox. sim@trico, unimodal, con colas cortas. Histograma asim@trico

Cola larga a la derecha Histograma bimodal

Figura 1.5: Distintos patrones de histogramas.

Medidas numéricas

Para variables cuantitativas, se suele acompanar las representaciones graficas de
las distribuciones con medidas numéricas que proporcionen un resumen de sus ca-
racteristicas principales. Existen medidas numéricas para contestar a cada pregunta
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(y alguna maés...) planteadas en el apartado anterior a la hora de examinar el his-
tograma. Nos limitaremos a las medidas de centro y de dispersién, es decir las que
proporcionen una respuesta a las preguntas 5 y 6.

I.4.1. Medidas de centro

Buscamos ahora medidas numéricas que sean representativas del centro del con-
junto de dato.
1.4.1.1. La media:

Si z1,...,x, son los datos, sabemos todos que la media es

T+ T,
—

xr =

En el caso en que los datos ya estan tabulados y tenemos los valores distintos
Z1,...,Tm junto con sus frecuencias ny,...,n,,, deberemos tener en cuenta estas
frecuencias para el calculo de la media:

nixy + -+ NpTm
(ny+...+nm)

T =

En este caso, jcuantos individuos tenemos en el conjunto?

Nota: Representa el centro de gravedad de los datos, es decir que si a cada dato
le damos un peso unidad, la media representa el punto en el que el conjunto esta en
equilibrio.

En particular, deducimos que la media es muy sensible a datos atipicos en el con-
junto de datos: si anado un dato (peso) alejado del centro de gravedad, el punto de
equilibrio debe desplazarse mucho hacia éste para que se mantenga el equilibrio.

Para paliar estos inconvenientes, se considera también la mediana:

1.4.1.2. La mediana:

La mediana es el punto que deja el 50 % de los datos a su izquierda y el otro 50 %
a su derecha. Es una medida de centralizacion mas adecuada que la media en el caso
en que la distribucién de los datos es asimétrica ( lo que se ve en el histograma) o si
hay datos atipicos. Si la distribucién es simétrica, la media y la mediana coinciden.

Para calcular la mediana de un conjunto de n datos, x1, 2, ..., x,, empiezo por
ordenar los datos por orden creciente. La mediana es el dato ordenado n® (n+1)/2.

Ejemplo: 125, 129, 134, 185, 200. La mediana es el dato ordenado n° 3, y es igual
a 134.

11, 15, 20, 23: la mediana es el dato ordenado n° 2.5, que tomamos por convencién
igual al punto medio entre el dato n® 2 y el dato n°3. En este caso, la mediana es
igual a 17.5.

La mediana no es sensible a datos atipicos, para convencerse de ello, se puede
considar el ejemplo anterior donde se sustituye el valor 23 por 1000... La mediana
no cambia... Por lo tanto, la mediana es mas representativa del centro del conjunto
si hay algun dato atipico o si la distribucién es algo asimétrica...
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1.4.2. Medidas de dispersion

1.4.2.1. La desviacién tipica

Mide lo lejos que estan situados los datos respecto de su centro de gravedad, la
media. Empezamos por definir la varianza:
— )24 ... — 7)2
2 (k1 —2)" 4+ (zp — T) ’ (11)

n—1

que representa aproximadamente el promedio de las distancias al cuadrado entre los
datos y su media. La desviacién tipica s es la raiz cuadrada de s°.

Para calcularla en la préctica se suele preferir la férmula siguiente

8" = (2% = (2)%), (I.2)

donde z2 representa la media de los datos que hemos previamente elevado al cuadra-
do, mientras que (Z)? representa el cuadrado del valor de la media. Como ejemplo,
supongamos que quiero calcular la varianza de los datos siguientes 4, 5,5, 6,5, 8.

Necesito por una parte Z, que calculo como Z = (4 + 5,5+ 6,5+ 8)/4 =6, y por
otra parte 22 que calculo como z2 = (42 45,52 + 6,52 +82) /4 = 38,125. Por lo tanto,
deduzco

3
s2 = 138,125 — (6)%] = 2,8333.

Naturalmente, la desviacion tipica es representativa de la dispersién del conjunto de
datos solo si la media es representativa de su centro.
Es bueno ser consciente de que la desviacién tipica, al igual que la media, se ex-
presa en las mismas unidades que los datos, mientras que la varianza en (unidades)?.
Una medida alternativa de dispersion que puede ser mas representativa en el caso
en que la distribucién es asimétrica o en presencia de datos atipicos, es el rango
intercuartilico.

I.4.2.2. El rango intercuartilico (RIC)

Hemos definido la mediana como el punto que separa el conjunto en dos partes
de mismo tamano. Definimos de la misma manera los cuartiles como los puntos que
separan el conjunto en cuatro partes de mismo tamafnio. El primer cuartil Q)1 deja
el 25 % de los datos ordenados a su izquierda, y el otro 75 % a su derecha, mientras
que el tercer cuartil Q3 deja el 75% de los datos ordenados a su izquierda, y el
otro 25% a su derecha. Por lo tanto el par (Q1,@3) nos proporciona informacién
sobre la dispersién presente en los datos: cuanto mas alejados estén los cuartiles, mas
dispersos estan los datos. Por ello, calculamos el rango intercuartilico RIC como la
diferencia entre Q3 y Q1.

Para calcular los cuartiles, empezamos por calcular la mediana Me de los datos.
El primer cuartil es la mediana del grupo de datos que queda a la izquierda de Me
(Me excluida), mientras que el tercer cuartil se calcula como la mediana del grupo
que queda a su derecha (Me excluida).

El RIC también se utiliza para detectar datos atipicos:

Regla: Se consideran como atipicos los datos que son menores de @)1 — 1,5 x RIC,
o mayores de Q3 + 1,5 x RIC.
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I1.4.3. Un resumen grafico: el diagrama de caja-bigotes

El diagrama de caja-bigotes es un resumen grafico que permite visualizar, para
un conjunto de datos, la tendencia central, la dispersiéon y la presencia posible de
datos atipicos. Para realizarlo se necesita calcular la mediana, el primer cuartil, y el
tercer cuartil de los datos:

El diagrama de caja-bigotes presenta de manera gréafica estas informaciones, tal
como esta recogida en la figura 1.6.

12

I

Dato at pico

11

Bigote —_—

/Q3

10
1

-~ Me

Figura 1.6: Componentes del diagrama caja-bigotes

Los segmentos 1.5 RIC (llamados bigotes) se recortan hasta : el dato del con-
junto inmediatamente superior a ()1 — 1,5 x RIC para el bigote inferior, y el dato
inmediatamente inferior a Q3 + 1,5 x RIC, para el bigote superior.

La mayor utilidad de los diagramas caja-bigotes es para comparar dos o mas
conjuntos de datos.

Ejemplo

La puntuacién de los equipos de la liga espanola al final de las temporadas 01/02
y 02/03 en primera divisién se pueden comparar con un diagrama caja-bigotes, como
aparece en la figura 1.7

Comentarios: No hay datos atipicos, es decir que no hay equipo que se haya
destacado por arriba o por abajo del resto de los equipos. Hay maés diferencia de
puntos entre el primer y el ltimo clasificado para la liga 02/03 que en la liga anterior.
Los equipos del tercer cuarto de la clasificacién estan muy apelotonados en la liga
02/03.
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70
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102 203

Figura I1.7: Comparacién puntuacién final, temporadas 01/02 y 02/03

I.5. Ajuste por minimos cuadrados

I.5.1. Planteamiento

Es muy normal considerar méds de una variable asociada a un experimento. En
este caso, mas que la distribucién de cada variable por separado, nos puede interesar
en particular las relaciones que existan entre ellas. Nos centraremos aqui en el caso
en que distinguimos una variable llamada “respuesta’, cuya amplitud depende de los
valores de otras variables llamadas “explicativas”, y aprenderemos como deducir un
modelo para la evolucién de la primera en funcién de estas tltimas.

Hay dos utilidades principales al disponer de un modelo: podemos primero ex-
plicar la manera en la que cambios en los valores de una variable explicativa induce
cambios en el valor de la variable respuesta. Por ejemplo, si pienso que la tempe-
ratura media Y en agosto en San Javier evoluciona en funcién del ano segiun el
modelo:

Temperatura = —582,5 4+ 0,31ano,

deduciré que en promedio, la temperatura media en agosto aumenta de 0.3 grados
cada ano.

Por otra parte, si dispongo de un modelo para la evolucién de la variable res-
puesta, me permite también realizar predicciones del valor que tomara para valores
de las explicativas que no hemos observado.

Acabamos esta seccién de presentacion con cuatro ejemplos con datos reales to-
mados de campos diferentes. Las nubes de puntos correspondientes estan presentadas
en la figura 1.8

s Estudio de la resistencia del cemento en funcién del tiempo de fraguado en
dias. Fuente: Hald, A. (1952) Statistical theory for engineering applications,
Wiley & Sons New-York, pag 541. ;Cémo evoluciona la resistencia de piezas de
cemento en funcién del tiempo de fraguado? ; Cuanto tiempo hay que esperar
para conseguir el 90 % de la resistencia maxima? Este es el tipo de preguntas
a las que podemos contestar con el estudio de este conjunto de datos.
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= Todos los anos Venecia se inunda durante las “acqua alta”. Sin embargo, parece
que el nivel maximo al que llega el mar estd cada ano més alto, haciendo
temer por la conservacién de la ciudad y de sus monumentos. Es por lo tanto
de interés estudiar la evolucién del nivel maximo del mar en funcién del afo.
Fuente: Smith, R.L (1986) “Extreme value theory based on the r largest annual
events”, Journal of Hydrology, 86.

= Evolucién de la produccién mundial de petréleo desde 1880. Fuente: Data and
Stories Library http://lib.stat.cmu.edu/DASL/.

= En 1929, Edwin Hubble investigd la relacién entre la distancia de una galaxia
a la tierra y la velocidad con la que estd alejandose. En efecto se piensa que las
galaxias se alejan como consecuencia del “Big Bang”. Hubble pensé que dispo-
niendo de un modelo que relacionara la velocidad de recesién con la distancia
a la tierra proporcionaria informacién sobre la formacién del universo y sobre
lo que podria pasar en el futuro. Los datos recogidos incluyen distancias en
megaparsecs (1 megaparsec= 3.26 aflos luz) y velocidad de recesién en km/s.
Fuente: Data and Stories Library, http://lib.stat.cmu.edu/DASL.

Resistencia del cemento Nivel maximo del mar en Venecia
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Figura 1.8: Cuatro ejemplos de conjuntos de datos

1.5.2. Criterio de minimos cuadrados

Para ilustrar las nociones nos limitamos primero al caso de una variable respuesta
que llamaremos Y y una variable explicativa que llamaremos X.
Los datos se presenta en forma de pares:
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X‘xl To - Ip
Y iy v - ua

es decir que, para varios valores X observamos los valores correspondientes de Y.
Para visualizar el conjunto recurrimos a la nube de puntos, también llamada diagra-
ma de dispersién, en el que representamos los pares (z;,¥y;), i = 1,-+- ,n, en unos
ejes Ox, Oy, ver figura 1.9

3.0

2.0

1.5

(¥z2.¥z)
[4]
o

-1 (%3, o

1.0

(x1.y1)

- [s]

05

I I T | |
0 i 2 3 4

Figura 1.9: Ejemplo de nube de puntos

Por conocimientos previos sobre el fenémeno que estudiamos o por la propia
nube de puntos, decidimos ajustar a ésta una curva de una determinada forma
funcional: podria ser por ejemplo una recta, de ecuacién Y = aX +b, o una parabola
Y = ap + a1 X + axX?. La forma de la curva estd fijada pero intervienen en la
ecuacién constantes, también llamadas parametros, cuyo valor tenemos que ajustar
para obtener el “mejor” ajuste posible: en el caso de la recta, debemos encontrar los
valores de la pendiente b y de la ordenada en el origen a.

En una formulacién general, escogemos una familia paramétrica de funciones

x— f(O,x) 0= (01,...,0r), (1.3)

donde 6 es el vector de parametros. Buscar la funcién de la familia que mejor se ajusta
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a la nube de puntos es equivalente a encontrar el valor 6 de f, que corresponde a
esta funcién.

Debemos ahora dar sentido a la nocién de “mejor”; debemos fijarnos un criterio
que nos permita decidir que una funcién de la familia se ajusta mejor a la nube de
puntos que otra. El criterio que seguimos en este tema es el de minimos cuadrados.

Definimos la suma de cuadrados asociada a una funciéon de la familia como la
suma de los cuadrados de las distancias verticales entre la curva correspondiente y
los datos observados de la nube de puntos. Tal como viene reflejado en la figura 1.10,
la distancia vertical entre por ejemplo el punto (x3,ys3) y la curva es y3 — f(0, z3),
por lo tanto la suma de cuadrados se escribe

SC(0) = (y1 — f(0,21))” + (y2 — f(0,22)" + -+ (yn — f(0,20))". (I.4)

(%3 ¥al

y=f8, x)

X3

Figura 1.10: Ajuste de una curva a la nube de puntos.

Buscamos el valor 6 de 6 que minimiza la cantidad 6 +— 6, en muchos casos, es
imposible encontrar este minimo explicitamente y tenemos que recurrir a algoritmos
numéricos. Nos centraremos en este tema en elcaso en que la forma paramétrica de
f es particularmente simple y permite el calculo explicito de 0.
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Supongamos que hemos ajustado la curva, es decir que hemos encontrado el valor
0 de 6 que minimiza la suma de cuadrados, introduzcamos unos cuantos términos:

s La curva de ecuacion y = f (é, x) se llama la curva ajustada.
= Los ordenadas de la curva ajustada correspondientes a los datos observados,
es decir los valores 91 = f(0,21),...,yn = f(0,x,) se llaman los valores

ajustados.

= Las distancias verticales entre los puntos observados y la curva ajustada se
llaman los residuos ey, ..., e,. Tenemos

€ = Yi — Vi, l:]-avn

s La suma de cuadrados

se llama suma de cuadrados residuales.

= Calcularemos en algunas ocasiones la varianza de los residuos, también llamada
varianza residual

1.5.3. Casos concretos

Describimos ahora con mas detalle unos pocos casos concretos en los que es
posible obtener de manera explicita la expresion de é, que minimiza la suma de
cuadrados residuales. Estos casos corresponden todos a la llamada regresiéon lineal:
son casos para los cuales los parametros (01, ..., 0) intervienen de manera lineal en
la ecuacién (1.3)

1.5.3.1. Rectay=azx+10

El caso més utilizado de ajuste por minimo por minimos cuadrados al ajuste
por una recta, es decir cuando consideramos una variable explicativa X y buscamos
ajustar un modelo de la forma

Y =aX +0.

Corresponde al caso en que 6 consta de dos parametros a y b, y la funcion f descrita
en la seccién 1.5.2 es f(0, x) = ax+b. En este caso, decimos que el ajuste corresponde
a la regresion lineal simple.

En el caso en que la pendiente a es positiva, hablamos de asociacién positiva
entre X e Y: cuando crece X, crece Y, cuando decrece X, decrece Y, y viceversa.
En cambio, si la pendiente a es negativa, hablamos de asociacién negativa entre X
e Y (cuando crece una variable, decrece la otra).
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a). Obtencion de la recta ajustada La suma de cuadrados se escribe
SC(6) = SC(a,b) = Y (yi — (azi + b))%,

=1

Los candidatos a alcanzar el minimo de esta funcién satisfacen

0
%SC(CL,I)) =0
0

Deducimos de unas cuantas manipulaciones algebraicas que las soluciones a este
sistema de ecuaciones son

A TY—TY
¢ = 2@
b =g—az.
Introducimos la cantidad
n __ __
Sxy = m(wy - xy), (15)

que llamamos la covarianza de X e Y. El coeficiente a se puede por lo tanto escribir

como
N Sx
a= —2‘7’,
S$

donde s2 es la varianza de X que introdujimos en la seccién 1.4.2.1. Con estas
notaciones, se puede escribir la ecuacién de la recta ajustada en una forma compacta:

y—y=—(z—1).

Nota La covarianza es una cantidad que puede ser positiva o negativa. De hecho tiene
el mismo signo que la pendiente de la recta ajustada. Por lo tanto, si la covarianza
es positiva, Y y X presentan una asociacion positiva mientras que, si la covarianza
es negativa Y y X presentan una asociacién negativa.

b). Bondad del ajuste Para la regresién lineal simple, los residuos son

~

er = y1—f@, )=y —axy —b

~ ~

€n = yn_f(eaxn):yn_&xn_ba

y tienen las siguientes propiedades
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Propiedades de los residuos

s La media de los residuos es nula.
Demostracion:
e1+ - +en

627 =

n [(y1+'--+yn)—&(-T1+--.+$n)—n6]
0

—axr —b=

S

= Se puede demostrar sin dificultad que la varianza residual se escribe como

52 = 82 <1 - (8”)2> . (L.6)

(Smy)2
525

De esta ecuacién deducimos que la cantidad puede medir la calidad del

2
7Yy

ajuste. De hecho le damos un nombre especial:

Definicién 1.5.1 La cantidad r = :f—syy se llama coeficiente de correlacion (de
Pearson) de X e Y.

2
La cantidad R? = % se llama coeficiente de determinacion.

z%y

Propiedades de r y R? De la férmula s? = sg(l — R?), ver (1.6), deducimos

» R? estd siempre comprendido entre 0 y 1, y cuanto mds cercano esté de 1,
mejor es el ajuste, puesto que correspondera a una varianza residual menor.
En particular, deducimos que si R? = 1, la varianza residual s? es nula, lo que
quiere decir que la dispersién de los residuos es nula: todos los residuos son
iguales, y por lo tanto iguales a su media, que vale 0, todos los puntos de la
nube estan situados en la recta, el ajuste es perfecto. Se suela considerar un
valor de R? mayor que 0.8 como correspondiente a un ajuste bueno, mientras
que un valor mayor que 0.9 corresponde a un ajuste muy bueno.

= Puesto que R?2 =72 y 0 < R? < 1, deducimos que el coeficiente de correlacién
r estd siempre comprendido entre —1 y 1. Si r = +£1, el ajuste de los puntos
observados por una recta es perfecto. El coeficiente de correlacién se interpreta
en general como una cantidad que cuantifica la asociacién lineal que existe entre
dos variables: cuanto mas cerca de 1, mas se aproxima la nube de puntos a
una recta.

Ademiés por la definicién de r, sabemos que r es del mismo signo de la covarian-
za. Por lo tanto, si r es positivo y cercano a 1, los datos apoyan la existencia
de una asociacién lineal positiva entre las dos variables, mientras que si es
negativo y cercano a —1, presentan una asociacién lineal negativa.

Sin embargo, es necesario tener precaucién a la hora de interpretar valores del
coeficiente de correlacién: sélo es un resumen, fiable en el caso en que esta
préximo a +1 para indicar que existe una fuerte asociacién lineal entre las
variables pero mucho menos fiable si toma un valor alejado de +1. Anscombe
(1973), "Graphs in statistical analysis”, American Statistician, 27, pp 17-21,
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construyé cuatro conjuntos de datos artificiales que dan lugar al mismo coefi-
ciente de correlacién y a las mismas rectas de regresion, pero cuyos aspectos
son completamente diferentes. Los datos se presentan en el apéndice, y se deja
su estudio en ejercicio.

c). Un ejemplo Para ilustrar el procedimiento que se sigue para calcular los
valores de a y l;, consideremos el ejemplo muy sencillo a continuacién:

Queremos estudiar la relacién entre el peso y la altura en un grupo de individuos.
Los datos son

Pesokg) [54 70 65 78 68 85 |V
Altura(cm) | 160 170 172 185 160 175 [ X

Se deja en ejercicio al lector la representacion de este conjunto a través de una nube
de puntos... Buscamos ajustar una recta a la nube y pasamos a calcular la ecuacién
de la recta de regresién que en su forma compacta se escribe

_ S _
y—§=—5(r—1)
SI

Para calcular s, y s2 utilizaremos las férmulas (1.2) y (1.5), necesitamos por lo tanto
z, 22, ¥, y? y 7y. Tenemos

Kl

160+170+...4+175 =170.33 544+704+...485 =70
6 399, 6 )

:g:

9 2 2 2 2 2
2 _ 160 +1706+...+175 = 29089, 32 = W = 4995,7,

8

160x544170x70+4...4+175%85
6

8

y:

Deducimos que

— 6
£ o= - o L@ = (@)) = £[20080 — (170,33)°] = 00,7,
2 = L)) = 814995,7 — (70)?] ~ 1448,
n—1 5
6
Sy = = o L@~ (2)(7) = [11984.2 — 170,33 x 70] = 73,

La ecuacion de la recta es por lo tanto y — 70 = %(w —17033), es decir

y = 0,80z — 67,1.

El modelo tedrico propuesto para relacionar el Peso y la Altura es Peso ~ 0,8 Altura—
67,1.

En cuanto a la bondad del ajuste, tenemos que

R= "% _ §\/90,7\/114,8 ~ 0,715,

Sz Sy

lo que implica que R? ~ 0,51, un ajuste malo.
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d). Prediccién Tal como lo mencionamos en la introduccién del tema, si dispo-
nemos del modelo ajustado podemos utilizarlo para predecir el valor de la respuesta
para valores no observados de X:

Si xg es un valor no observado, nuestra prediccién del valor de Y serd

Yoo = a0 + b.

Si consideramos el ejemplo de la relacién entre peso y altura del apartado anterior,
podemos contestar a la pregunta ;a qué peso corresponderia una altura de 180cm?
Sustituimos x por 180 en la ecuacién de la recta ajustada, y encontramos que el peso
asociado serfa 0,80 x 180 — 67,1 ~ 76,9kg.

Sin embargo, debemos tener mucho cuidado al extrapolar nuestro modelo fuera

del rango de valores de X que hemos observado, al no disponer de valores fuera de este
rango, tampoco sabemos si el modelo deducido seguird valido. Para el ejemplo de los
pesos, si queremos utilizar el modelo ajustado para saber a qué peso corresponderia
la altura de un nifio de 80cm por ejemplo, obtenemos 0,80 x 80 — 67,1 ~ —3,1kg, jlo
que no tiene sentido!
Nota. El motivo por el cual, muy a menudo una recta suele ajustarse bastante
bien a una nube de puntos, corresponde a que la féormula de Taylor nos dice que
localmente, cualquier funcién derivable se puede aproximar por una recta: aunque
la relacién entre Y y X no sea lineal sino de la forma Y = f(0, X), f general, si f
es derivable y observamos valores de X no muy dispersos alrededor, f se comporta
aproximadamente como la tangente en un X central.

1.5.3.2. Recta forzada por el origen

Hay situaciones en las que pensamos recurrir a un ajuste lineal, pero sabemos
por motivos fisicos que un valor de X nulo corresponde necesariamente a un valor
de Y nulo también. En este caso, no tenemos por que considerar todas las rectas,
sino podemos restringirnos a las rectas que pasan por el origen (0,0). La ecuacién
de una recta forzada por el origen es

Y = ax.

Dos ejemplos de situaciones en las que un valor nulo de X implica un valor nulo de
Y:

» Medimos la evolucién en funcién del tiempo (X) de la concentracién (V) de
un producto que se va creando en una reacciéon quimica. Cuando empezamos
la reaccion X = 0, todavia no puede haber producto, por lo tanto ¥ = 0.

= Queremos medir el tiempo ¢ que tarda un objeto que soltamos desde una altura
h, en alcanzar el suelo. La relacién fisica proporcionada por la teorfa es h = gt2,
donde g es la constante de la gravedad. Si queremos comprobar que los datos
empiricos confirman esta relacién, buscaremos si es cierto que

t:;g\/ﬁ.

Consideraremos X = vh, Y = ¢, y buscaremos ajustar una recta y = az.
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Las férmulas que vimos para el caso de una recta general ya no son validas. Calcu-
lemos la ecuacién de la recta forzada por el origen: disponemos de n pares de datos
(1,y1),- -+, (Tn,yn), puesto que la funcién que buscamos ajustar es f(6,z) = ax,
0 = a y la suma de cuadrados de la férmula (I1.4) se escribe

n

SC(0) = SC(a) = > (yi — ax;).

i=1
El candidato a minimizar SC/(a) satisface la ecuacién ng;(a) = 0. Calculamos
dSC(a -
) S ety — ) = 2= Yy a4
i=1 i=1 i=1
Por lo tanto, la solucién a la ecuacién dsg;(a) =0es

P Do TiYi Ty
=" 5 T =5
Doic1 T z
Puesto que la derivada segunda de SC(a) es positiva, se trata efectivamente de un
minimo.

1.5.3.3. Algunas transformaciones titiles

Sé6lo hemos hemos descrito como calcular la curva ajustada para dos familias
especificas de funciones y = ax e y = ax + b. Para una especificacion mas general de
la funcién f que queremos ajustar, se recurre a algoritmos numéricos para encontrar
el valor de los pardmetros que minimicen la suma de cuadrados SC(6).

Sin embargo, hay algunos tipos de modelos lineales que se pueden abordar con
los resultados del caso lineal después de realizar unas transformaciones convenientes.

a). Modelo exponencial Supongamos que queremos ajustar un modelo expo-
nencial a una nube de puntos. La ecuacién de las funciones que consideramos son
y = be® con b > 0. En el caso en que a es positivo, modelizamos un crecimiento
exponencial, mientras que, si a es negativa, modelizamos un decrecimiento exponen-
cial.

La relacién entre Y y X es altamente no lineal, sin embargo una simple trans-
formacién puede llevarlo a un modelo lineal:

Modelo tedrico original Modelo transformado

£0J0 In, In(y) = In(b) + ax

yl — b/ +CL,LE/

y = be®

Si introducimos las variables tranformadas Y’ = In(Y), y X’ = X, éstas satisfacen
una relacién lineal: Y/ = o’ X’ +b'.

Nuestro procedimiento para ajustar un modelo exponencial consistird por lo
tanto en

1. Calculamos los datos transformados, es decir pasar de
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X ‘ T T2 ... Tn
= beas
Y iy w2 oo Y
a
X’ ‘ X1 X2 - Ip / 1ot
=adz' +v
Y’ ‘ In(y1) In(y2) ... In(yn) Y

2. Ajustamos una recta a las variables transformadas, encontramos 3y’ = a’z’ +b'.

3. Volvemos al modelo original, haciendo la transformacién inversa (en este caso
exponencial)
d’:v’—&—i)’ _ Z;/ o'z’

e €

A COjOexp
/ A~ /
ax' +b —y=ce

y =
Ejemplo. Queremos ajustar un modelo exponencial a los siguientes datos

X |23 5 71 8
Y [ 292 369 619 6.36

Transformamos los datos:

X' (23 5 71 8
Y/ =In(Y) | 1.07 131 1.82 1.85

Ajustamos una recta a los datos transformados, calculando 2/, 22, ¢/, y2 y z'y/,
para obtener a y v y' = 0,1482" 4 0,682, es decir que In(y) = 0,148z + 0,682, lo que
implica que

y = 14820682 _ 1 180,148z

b). Modelo potencial El modelo potencial es de la forma y = bX®. La forma
de la nube de puntos correspondiente depende del valor de a. La transformacién que
utilizamos es la misma que para el modelo exponencial: aplicamos los logaritmos.

Modelo tedrico original Modelo transformado
y = bx® £0I0 b, In(y) = In(b) + aln(z)
y/ — b/ + a/:L,/

Introducimos las variables tranformadas Y/ = In(Y), y X’ = In(X), éstas satisfacen
una relacion lineal: Y/ = o/ X’ + b'. Seguimos los mismos pasos que en el apartado
anterior con los datos transformados.

Ejemplo. Queremos ajustar un modelo potencial a los siguientes datos

X [3 734 201 546
Y [ 103 135 182 245

Transformamos los datos:
X'=In(X)|11 2 3 4
Y =In(Y) |23 26 29 32

Ajustamos una recta a los datos transformados, calculando 2/, z'2, v/, y2 y x'y/,

para obtener a’ y V: i = 0,298z + 2,006, es decir que In(y) = 0,2981n(z) + 2,006,
lo que implica que

y = 0298 In(2) ;2,006 _ 7 433,0,298
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Apéndice

A continuacién se presentan los datos de Anscombe (1973), "Graphs in statistical
analysis”, American Statistician, 27, pp 17-21, se recomienda calcular las medias de
X1, Xo, X3,y Xy asi como de Y7, Yo, Y3y Yy v a continuacién calcular las rectas de
regresién de Y; sobre X; para i=1, 2, 3, 4. Finalmente, realizar las cuatro graficas
de Y; en funcién de X; para i=1, 2, 3, 4.

X1 ] Y1 X2 | Y2 X3 1Y3 X4 |1 Y4
10 | 8.04 10 | 9.14 || 10 | 7.46 8 6.58
8 6.95 8 8.14 || 8 6.77 8 5.76
13 | 7.58 13 | 8.74 || 13 | 12.74 || 8 7.71
9 8.81 9 87719 7.11 8 8.84

8

8

8

11 | 8.33 11 19.26 || 11 | 7.81 8.47
14 | 9.96 14 | 8.1 14 | 8.84 7.04
6 7.24 6 6.13 || 6 6.08 0.25
4 4.26 4 3.1 4 5.39 19 | 12.5
12 | 10.84 || 12 | 9.13 || 12 | 8.15 8 5.56
7 4.82 7 7.26 || 7 6.42 8 7.91
) 5.68 ) 4.74 || 5 5.73 8




